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Prefacio, WorldMath — Espariol
Las matematicas son nuestra ciencia mas exacta.

Las matematicas son una ciencia hermosa.

Algunos estudian matematicas solo, pero la mayoria de la gente
las usa como herramienta para la fisica, la biologia, la medicina, la
ciencia de la ingenieria, la economia,...... , para todo.

Para secundaria y mas. Comenzamos con las cuatro operaciones
aritméticas basicas y terminamos en el primer o segundo semestre
del estudio para licenciatura o candidato.

El lenguaje es claro, la comprension esta enfocada, se explican los
términos técnicos.

Hay un libro de ejercicios: “jAdelante! — Ejercicios — 22 edicion”
El libro es independiente de la coleccion de formulas que se
utilice.

El libro también es independiente del uso de una calculadora o un
programa de calculo.

Y una cosa mas. Las matematicas no se vuelven mas y mas
complicadas a medida que avanzamos. Esa es mi experiencia
personal, y lo veo también con los estudiantes. El siguiente paso
no es mas dificil.

Autor: Tom Pedersen, ingeniero de procesamiento mecanico, Ph.D. de la
Universidad Brunel. He trabajado en empresas como lider de proyectos y
consultor, como investigador y como profesor en colegios técnicos en
Elsinore y Copenhague, asi como en la Universidad Técnica Danesa, donde
trabajo actualmente. He dado conferencias dentro de varias materias,
incluyendo una gran cantidad de matematicas. He sido disertante en todos los
temas presentados en este libro....jDisfrttelo!

Tom Pedersen, enero de 2024.
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Parte 1. Conceptos basicos

Sistema de numeracién

Usamos el sistema decimal (sistema 10s). Probablemente porque
tenemos 10 dedos. Afirmamos que nuestro sistema numérico tiene
como base el nimero 10.

En la antigliedad, los griegos también usaban un sistema de 10 y
podian calcular, pero los caracteres de sus numeros eran diferentes
y, lamentablemente, no tenian ningun caracter para el cero. Esto
dificultd su sistema y solo unos pocos lo dominaron.

Los romanos también usaban un sistema de 10 y todavia no tenian
caracter para el cero. Sus caracteres consistian en letras (por
ejemplo, el 12 se escribia asi: XII). Los nUmeros romanos todavia
se usan para indicar el afio de una estatua o similar. No pudieron
encontrar métodos practicos de suma y resta, y se volvio aun mas
complicado dentro de la multiplicacion y la division.

En la Edad Media, el sistema de 10 se combino con caracteres
arabes (originarios de la India) y se agreg6 un signo, 0, para
describir nada. Hoy los caracteresson:0123456789. Y
después de usar estos diez caracteres podemos escribir diez
numeros nuevos poniendo 1 delante: 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17,
18, 19, - luego 2 delante: 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29 -,
etc. Cuando lleguemos a 99 empezamos de nuevo usando los
mismos caracteres con 1 delante y dos caracteres después: 100,
101, 102, etc. Entonces, solo usamos diez caracteres y su posicion
decide si tenemos unidades, decenas, centenas, miles, etc. Ahora
estamos llegando a algun lado, y hoy tenemos buenas
herramientas para sumar, resta, multiplicacion y division (Las
cuatro operaciones aritméticas basicas).
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Si practica la légica en nuestro sistema numérico, le sugiero que
mire una cinta métrica. También es adecuado para practicar las
cuatro operaciones aritméticas basicas.

Los nimeros pueden ser positivos, por ejemplo +5 donde
podemos omitir el signo + y solo escribir 5. No se puede
malinterpretar.

Los nimeros también pueden ser negativos, por ejemplo -5 donde
no podemos omitir el signo: -

Si solo queremos la magnitud de un nimero, colocamos el nimero
entre dos paréntesis:

151=5 -51=5 -8/ =8

Lo llamamaos el valor numérico de ese nimero.

valor numérico = magnitud del nimero

Ademas, describamos brevemente el sistema numérico de la
antigua Mesopotamia. Todavia esta en uso aungue no pensamaos
en ello. Tenian dos numeros significativos: 6 y 60. No esta claro
por qué eligieron el nimero significativo 6, pero probablemente
pensaron que era demasiado pequefio, asi que lo multiplicaron por
10 (probablemente debido a los diez dedos) y obtuvieron el
numero base: 60

En el equinoccio establecieron 6 horas desde la salida del sol hasta
el mediodia y 6 horas desde el mediodia hasta la puesta del sol. La
noche es igualmente larga dandonos 24 horas.

Una hora es gruesa, asi que la dividimos con su numero base, 60,
y obtenemos un minuto. Si lo queremos mas fino, lo dividimos
por 60 por segundo y obtenemos un segundo. En los tiempos
modernos hemos dividido alin mas, jpero esta vez usamos el
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sistema de 10! Luego tenemos una décima, una centésima, etc. de
un segundo.

En matematicas, los angulos se miden en grados de angulo,
indicando que una vuelta es de 360°. 360 se encuentra
multiplicando los dos numeros significativos: 6 - 60 = 360.

La aritmética es del griego antiguo y significa la doctrina de los
nameros.
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Las cuatro operaciones aritméticas basicas.

Las cuatro operaciones aritmeticas basicas y sus simbolos de
calculo son

1. para sumar, mas +

2. para restar, menos -

3. multiplicar, punto

4. para dividir, dos puntos : ouna linea fraccionaria —

1. Suma

Sumamos colocando los nimeros uno encima del otro. Unidades
sobre unidades, decenas sobre decenas, centenas sobre centenas,
etc.

-
AA*
ol

|

Primero las unidades: 7 + 4 da 11, luego en la linea inferior de
resultado escribimos las unidades, aqui 1, y las decenas se
escriben encima de las otras decenas.

luego las decenas: 1 de antes + 1 + 1 da 3 y se escribe en el
resultado.

y luego las centenas: 1 + 0 (no hay nada delante de las cifras 1 y
4) da 1 que se escribe en el resultado.

respuesta: 131
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2. Diferencia

Retiramos colocando los nimeros uno encima del otro. Unidades
sobre unidades, decenas sobre decenas, centenas sobre centenas,
etc.

2
17
g3

Primero los unos: 4 - 7 que no podemaos, asi que tomamaos
prestado diez y lo escribimos en la parte superior. Estos 10 + 4
dan 14. Ahora podemos decir 14 - 7 que da 7, y escribirlo en el
resultado.

luego las decenas: La parte superior de las decenas era 1, pero la
tomamos prestada, asi que ahora es 0. 0 - 1 no se puede hacer, asi
que tomamos prestadas las decenas de las centenas y la escribimos
en la parte superior. Se convierte en 10 porque 100 es diez veces
maés grande que 10. EI 10 - 1 prestado da 9, y lo escribimos en el
resultado.

Y finalmente, las centenas que solian tener la figura 1, pero como
la tomamos prestada, ahora tenemos 0. 17 no tiene centenas, por
lo que da como resultado 0 - 0 = 0, que no esta escrito.

respuesta: 97

2a.

¢ Qué sucede si queremos retirar un numero grande de un niamero
pequefo?

Se puede hacer, aunque no tenemos una técnica para ello. Asi que
volteamos los nimeros y encontramos el nimero grande menos el
numero pequefio. Luego volteamos los nimeros nuevamente y

ponemos un signo menos delante del resultado:
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|
perly
=]
\/\r\/

J

I —_—
(1%

-

0
-+

respuesta: -97

Los nimeros negativos también existen. Ningun problema. Por
ejemplo, puede -97 significar que hay un déficit de 97.

La flecha curva es una forma de mostrar que algo ha cambiado, es
decir: transferido a.

3. Producto

Multiplicamos dos numeros colocandolos uno al lado del otro con
un simbolo de punto en el medio.

Primero multiplicamos las del primer nimero por las del segundo,
luego las de las decenas, las de las centenas, etc.

Luego multiplicamos las decenas del primer nimero con las del
segundo, luego las decenas con las decenas, las decenas con las
centenas, etc.

Etcetera. ...

{
20 * 741
(992
22230

23112

2 - 1 da 2 que se escribe en el ”lugar de las unidades” debajo de la linea.

2 - 4 da 8 que se escribe en el ’lugar de las decenas” debajo de la linea.

2 - 7 da 14 - donde 4 esté escrito en el "lugar de las centenas™ y 1 en el "lugar
de las millares” debajo de la linea.

Ahora las decenas en el primer nimero: Ya que estamos
multiplicando por decenas, comenzamos escribiendo 0 en el lugar
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de las unidades debajo de 1482. Luego multiplicamos: 3 - 1 da 3
que se escribe en el lugar de las decenas. 3 - 4 da 12, escribimos 2
y guardamos 1 como una cifra pequefia encima de la cifrade 7. 3 -
7 da 21, y recordamos sumar 1 dando 22, que simplemente
escribimos porque no hay mas para multiplicar. Finalmente,
agregamos 1482 y 22230 para renderizar 23712.

3a.

Si uno de los nimeros es un punto decimal, multiplicamos como
si nada, y ponemos una coma/punto en el resultado en la misma
posicion que el numero con el que comenzamos:

EYRERT
1482
22290
2212

Si ambos nimeros son puntos decimales, multiplicamos como si
nada y ponemos una coma/punto en el resultado en la posicién del
primer numero + la posicion del segundo nimero con el que
comenzamos:

3.2« 144
1589
22336

25311

Aqui tenemos 1 + 2 = 3 cifras después de la coma/punto.
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4. Division
Si vamos a dividir 84 entre 7, escribimos:

84:7  para mantener la altura en el cuerpo del texto.

O mejor:

84 . ..
— como lo preferimos en matematicas.

Para el calculo lo arreglamos asi:

s

o{\A

1

9
i

O

ey

y tenemos: 8 dividido por 7 da 1, que esta escrito arriba. 8-7 da 1,
que se escribe a continuacion y da un excedente de 1 decena.
Ahora arrastramos la figura 4 para colocarla junto a la figura 1
para que se convierta en 14. 14 dividido por 7 da 2, que esta
escrito arriba. 7-2 es 14. 14 menos 14 es cero, por lo que suma, y
la respuesta es 12.

4a.
Algunas veces la respuesta no es un nimero entero:

1.25

3L

kL2
30
24
1%
189
o
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15 dividido por 12 da 1, que esta escrito arriba. 1-12 da 12. 15-12
da 3. Entonces, tenemos un excedente de 3 y no més cifras.

Ahora expandimos 15 para convertirlo en 15,0000 (con tantos
ceros como sea necesario). Por lo tanto, podemos poner una
coma/punto en la respuesta y arrastrar el 0 para colocarlo junto a
la cifra 3. Luego, 30 dividido por 12 da 2, que esta escrito arriba
en el resultado. 2-12 da 24. 30-24 es 6. El siguiente O se arrastra 'y
tenemos 60. 60 dividido por 12 da 5, que se escribe en el
resultado. 5-12 da 60. 60-60 es 0, y hemos terminado. La
respuesta es 1,25.

4b.

Y al dividir un nimero pequefio por un nimero grande:

0.75
12]9.

0
Lf
b0

w-2la

|

9 dividido por 12 se puede hacer 0 veces, lo cual se escribe en el
resultado. Luego expandimos 9 para convertirlo en 9.000.
Ponemos una coma/punto en el resultado y continuamos.

La respuesta es 0,75.
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4c.

Y cuando no cuadra

12 1%
cHEE

la respuesta nunca puede ser precisa. Tenemos que elegir cuantas
cifras después de la coma/punto se necesitan. Un decimal es el
término técnico para una cifra después de la coma/punto. Decimal
significa “un décimo numero”. La respuesta esta escrita 1.4166...
los puntos muestran gque continda.

Si queremos un numero preciso, no realizaremos el calculo de la
divisién en absoluto. Solo tenemos que dejar la fraccién sin
cambios:

17

€S0 es preciso.
12

4d.

Si dividimos un numero decimal por un nimero entero, ponemos
una coma/punto en el resultado cuando arrastramos el primer

decimal
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21,5535
Z 172.46
1o
1

el
A (P ]

L{
L

Feaih

J-L)|r
ol6o

Here the calculation adds up since we end with 0. So, the answer
Is a precise decimal number: 21.5575

Teoria

Finalmente, algunas observaciones practicas:

Siempre podemos dividir por 1. Por ejemplo, podemos escribir 3
como una fraccion: % gue seguramente es igual a 3.

También podemos multiplicar siempre por 1. Por ejemplo,
podemos escribir 3 como 3-1, que seguramente es igual a 3.
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Fracciones (cocientes)

%significa 1 dividido por 2 0 1 de 2 0 1 en proporcién con 2. 1

esta en el numerador y 2 esté en el denominador. La linea en el
medio se llama la linea de fraccion.

. . . 1
Si vamos a compartir un pastel por igual, obtenemos 5 cada uno o

obtenemos 1 de 2 piezas cada uno o obtenemos 1 pieza en
proporcion con 2 piezas.

Podemos multiplicar el numerador y el denominador con el
mismo nimero o letra u otro - excepto 0. No podemos multiplicar
por algo diferente ya que todavia necesitamos mantener la
proporcion entre el numerador y el denominador. En este ejemplo,
el denominador debe ser el doble del numerador.

i inhi 1 1-3 3

Si multiplicamos por 3, obtenemos: == — ==
i inhi 1 1-(-3 -3
Si multiplicamos por -3, obtenemos: - = =3) _ =3
2 2(-3) -6

i inli 1 1-a 1a

Si multiplicamos por a, obtenemos: S ===

Si multiplicamos por (0,1-2 - 7), obtenemos:

1 _1(01-2-7) _ 1(01-2-7)

2 2:(01-2-7) 2(0.1-2-7)

En estos cuatro ejemplos, hemos extendido la fraccion.
También podemos dividir el numerador y el denominador con el
mismo nimero o letra u otro - excepto 0.

e ge e s 3 - 1
Si dividimos - por 3 en numerador y denominador obtenemos 5y
estamos de vuelta.
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1(0.1-2 - 7)
20127 POr(0.1:2-7) en numeradory

Si dividimos
. 1

denominador obtenemos 5y estamos de regreso.

Hemos acortado la fraccion.

Al multiplicar un namero (u otro) por una fraccion, multiplicamos
numero y numerador. Por ejemplo

° - =2 or a.§:3_a

2 2 S -
or (012-7)% =220
6 6

Al multiplicar una fraccién por otra fraccion, multiplicamos
numerador por numerador y denominador por denominador. Por
ejemplo

3.5 185 , 3 5 _ 15

6 2 12 6 2 12

0 3 5(0.1:2—-7) _ 3-5:(0.1-2—-7) _ 15(0.1-2—7)
6 2 6-2 12

Es un poco maés dificil dividir una fraccion por una fraccion. Por
. 1l e .a.nc 1
ejemplo > dividido por ”

[y

aqui es importante escribirlo de una manera que muestre

1

1
claramente qué debe dividirse por qué. No debe malinterpretarse,
por lo que escribimos

1

2

1 P 1
$— ahora podemos ver claramente, que > debe ser dividido por "
P
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; cpr - 1
Y ahora se vuelve un poco mas dificil. Podemos ver que 5 €s dos

‘ 1
veces mas grande que L por lo que la respuesta debe ser 2. Por lo

tanto, la regla dice que dividimos una fraccion entre una fraccion,
en lugar de eso, multiplicamos una fraccion por el inverso de la

., . 1 4
otra fraccion. El inverso de " es I entonces

N =

:4:2

2

N | =
SRS

I

También podemos verlo de esta manera:
Multiplicamos numerador y denominador por 4 y obtenemos

N | =
N |

Z:Z
1

NS
NS

Y la misma regla se aplica si el numerador no es una fraccion
0.1-2-7
Q12D = 40.12-7)

4

318.27

827 = 4.318.27

4

Ejemplos
1.
El propdsito de acortar una fraccion generalmente es simplificar

-6

NP

3
- Puede ser acortada como 5

(=3)6

o~ e

-3
Puede ser acortada como — = -

N w

1
4
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No importa si menos esta antes del numerador entero o antes de la
fraccion entera.

2.
El proposito de extender una fraccion generalmente es el deseo de
un cierto denominador para un calculo posterior, en particular si

estamos sumando fracciones.

1

1 . - - .
> + 3 aqui necesitamos encontrar un denominador comun.

Siempre se puede encontrar un denominador comdn multiplicando
los dos denominadores, aqui: 2 - 3 =6, por lo que cambiamos
ambas fracciones a sexto, que luego acortamos

=
N

1-3
= — 4+ —— =

+ -
2-3 3-2 6

N | =
W=

3.y una mezcla

(=3)°6

1 1
B (3)s , 1G®
4

+ = =
3(;:8  3(5°8)

w | =

donde el comun denominador se encuentra multiplicando los dos
denominadores. Entonces podemos hacer una fraccién comun

3(-3)6+1(5° 8 _ (—9+(2) _ -7

3(3 - 8) (6) 6

En este calculo, multiplicamos una entidad dentro de un paréntesis por un
namero. Veremos mas en esto en un capitulo siguiente.
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Por ciento

Porcentaje significa "de cien™, lo que significa una fraccion con
100 como denominador.

% significa 1 de 2. Si multiplicamos por 50 en el numerador y

denominador obtenemos 150_00 0 50 de 100 o 50%. En breve:

50

— =50%

100

Ejemplos

1 20-1 20

- = —— = — = 20%
5 20-5 100

1 12,5-1 12,5

= = = 12,5%
8 12,5-8 100

1 25

- = — = 25%

4 100

y
1
2
1
4
3
4
3
8

como numero decimal

20-1 - 30~ 5oe = 05
50-2 100
E=£=25%=0,25
25-4 100
23 - 75 - 7506 = 0,75
25-4 100

222 = 212 = 37,59 = 0,375

12,5-8 100

El porcentaje es de cien. Un numero decimal esta fuera de uno.

1 es un todo. 100% es también un todo.

100

1= — =100%

100
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2.

Ayer cierto vestido costd 200 libras. Hoy ha subido a 225 libras.
¢ Cual es el aumento en %7?

200 libras corresponden al 100%.

La subida es 225 - 200 = 25 libras, que hay que ver en proporcion
con las 200 libras:

% = 0.125 = 12.5% cual es la respuesta

3.

Ayer cierto vestido costo 200 libras. Hoy el precio ha bajado a
175 libras. ¢Cudl es la reduccion de precio en %?

200 libras corresponden al 100%.

La reduccion es de 200 - 175 = 25 libras, que hay que ver en
proporcion a las 200 libras:

% = 0.125 = 12.5% cual es la respuesta

La informacion se podria dar como: Hoy -12,5% para este vestido.

4,

El precio de una determinada maquina es de 1000 libras sin IVA.
1000 libras corresponde al 100%. Incluido el 25% de IVA el precio es:
1.25 - 1000 = 1250 libras cual es la respuesta

0
100% + 25% = 1000 + 0.25-1000 = 1250 libras
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5.
Otra maquina cuesta 1000 libras con IVA.

1000 libras ahora corresponde al 125%. Excluyendo el 25% de
IVA el precio es:

1000

s = 800 libras cual es la respuesta

Podemos confirmar diciendo
100% + 25% = 800 + 0.25-800 = 1000 libras

6.
¢ Cual es el porcentaje de 347 de 3767

347

— = ca.0.9229 = ca. 92.3%
376

punto porcentual

Si hemos tejido el 20% de toda una manta en marzo y el 25% de
toda la manta en abril hemos aumentado 5 punto porcentual

(punto 5%).
O: cambio = fin - inicio = 25% - 20% = punto 5%
O: ﬁ-ﬂzi:puntOS%

100 100 100

Asi, el punto porcentual expresa el cambio/la diferencia/el
aumento o disminucién.

+5% punto es un aumento/crecimiento.

-5% punto es una disminucion/caida.
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Célculo con letras (algebra)

Si no sabemos el nimero de algo, lo llamamos cantidad
desconocida y en su lugar escribimos una letra. Eso es algebra.

Todas las reglas de calculo son las mismas. Eso se aplica a las
cuatro operaciones aritmeticas basicas, asi como a otros tipos de
calculo, que veremos mas adelante.

El término técnico, algebra, es del latin.

Muchos términos técnicos provienen del latin o del griego antiguo
y sirven como lenguaje comun en la mayoria de las ciencias,
independientemente del idioma que usemos de otra manera.
Ademas, muchos términos técnicos estan en inglés, que muchos
entienden y hablan.

Para cantidades desconocidas usamos letras mindsculas (a, b, c,
etc.) y mayusculas (D, E, F, etc.) de nuestro alfabeto. Pero a
menudo, eso no es suficiente, por lo que también usamos letras
minusculas (a, B, v, etc.) y mayusculas (A, O, Z, etc.) del griego
antiguo. Puede ser el nombre de una linea, un angulo u otro.
También podemos usar letras como abreviaturas. Eso lo veremos
mas tarde.

Ejemplos

1.

at+a=2a o+ 20 = 3a -at20=aq
2-a=2a a-b=ab a-b-c =abc

Podemos omitir el punto de multiplicacion si no se puede
malinterpretar. Nos gusta hacer las cosas brevemente.
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2.
A+B

no se puede reducir ya que A puede ser el nimero de manzanas y
B el nimero de peras. Eso no se puede cambiar, por lo que la
respuesta sigue siendo

A+B
y
a a 3a 3a
B-c=B-c - = - -— =
b b 2b 2b
etcétera.

3.

_3_a+ 3a—c+2-a - _3_a+ 5a—c - 3_a+ 2-(5a—c) - —3a+10a-2c¢
4b 2b 4b 2b 4b 2:2b 4b
7a-2c¢ . .-

=~ que no se puede simplificar.

4,

2 = =2
Z - 8a 2
5.
1

(-3)-6-a _ -3a _ 3a

% . 8b B 2b  2b
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6.

4x—8y
2

puede dividirse en dos fracciones donde tanto 4x como -8y
deben dividirse por 2:

4x—-8y _ 4x 8y _ 2
= =-Z=2x-4
2 2 2 y

7.

4x—8y
4

3X - 3y +

La fraccion molesta ya que nos gustaria tener solo x y solo y.
Dividimos la fraccién en dos

4x 8y
3X-3y + — - —

4

el menos antes de 8y se mueve al frente de la fraccion. Podemos
hacer eso ya que no hay nada més en el numerador que solo 8y.

3X -3y + X -2y = 4x - 5y

x solo y y solo. No es posible una reduccion adicional.
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Paréntesis

Ponemos un paréntesis alrededor de algo que queremos ver como
uno, - un namero, - una entidad.

Ejemplos

1. 4(x+y) aqui (x+y) como uno debe ser multiplicado por 4.

2. (Xx+y)+4 aqui (x+y) como uno se suma a 4.

3. 4-(x+y) aqui (x+y) como uno se resta de 4.

4. ﬁ aqui 4 se divide (x +y). (X +Yy) no se puede separar.
5. &4y)

4

Aqui (x +y) debe dividirse por 4 y puede dividirse, de modo que
X se divida por 4 por separado e y se divida por 4 por separado.
Asi, dos fracciones

+

|
<

Si queremos levantar un paréntesis, debemos asegurarnos de que
el significado no cambie y que puedas calcular hacia atras para
obtener la expresion con la que comenzaste.

6.

4(x +y) =4x + 4y 4 se multiplica en el parentesis al multiplicar x
e y por separado.

Si calculamos hacia atras de derecha a izquierda, ponemos 4 fuera
del paréntesis.
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7.

(x +y) +4 aqui tenemos un + invisible antes del paréntesis. Los
matematicos casi siempre escriben las cosas en pocas palabras,
por lo que (X +Yy) se entiende como +(X +Yy). Un paréntesis mas
puede eliminarse sin mas cambios

(x+y)+d4=x+y+4

También podemos calcular de derecha a izquierda poniendo los
parentesis que queramos.

8.

Si la entidad entre paréntesis es negativa, escribimos -(x +y).
Entonces, cuando levantamos el paréntesis, tanto x como y son
negativos

4-(X+y)=4-x-Yy

Si calculamos de derecha a izquierda ponemos -1 fuera del
paréntesis. Nuevamente, queremos ser breves y solo escribir -
antes del paréntesis. No se puede malinterpretar.

L (x+y) =-1(x+y) =-(x +)
Q.

4
(x+y)

aqui 4 se divide por (X +Yy). (X +Y) no se pueden separar. El
paréntesis puede eliminarse, no cambia nada, 4 aun debe dividirse
por la suma x+y

4 4
(x+y) = x+y
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10.

(x+y)

4
Aqui (x +Yy) debe dividirse por 4 y puede dividirse, de modo que
x se divida por 4 por separado e y se divida por 4 por separado.
Asi, dos fracciones

% + % al mismo tiempo, se ha levantado el paréntesis

y podemos calcular hacia atras haciendo una fraccion comun.

CAS* no tiene la capacidad, como la del hombre, de distinguir
entre paréntesis necesarios o innecesarios. Por lo tanto, es posible
que necesitemos poner mas parentesis cuando usamos CAS.

*CAS = Computer Aided Solve = Resolucién asistida por computadora
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Reglas cuadradas (identidades notables)

Primero algunos ejemplos de como multiplicar entidades entre
paréntesis:

(2+a)(3+2a)=6+4a+3a+2aa=6+7a+2aa

multiplicamos 2 por 3, luego 2 por 2a, a por 3 y finalmente a por
2a. Eventualmente reducimos:

(2+a)(3+2a+h)=6+4a+2b+3a+2aa+ab

El método es el mismo. Primero multiplicamos 2 por 3, por 2a,
por b, luego multiplicamos a por 3, por 2a, por b.

Y
(2-a)(3-2a-b)=6-4a-2b-3a+ 2aa+ ab recuerda el signo

Mas veces mas da mas

Mas veces menos da menos
Menos veces mas da menos
Menos veces menos da mas.

2aa también se puede escribir de esta manera: 2aa = 2a® "dos
veces - a elevado a dos"

0 b-b=bb=Db? balapotenciade dos (o: b al cuadrado)

y ahora las reglas cuadradas (identidades notables):

1. (@a+b)(@@a+b)=a?+ab+ba+b>=a?+b?+2ab
2.(a-b)(@a-b)=a%-ab-ba+b?=a’+b?-2ab
3.(a+b)@@a-b)=a?-ab+ba—b?>=a>-b?

En el primer teorema (a + b) se eleva al cuadrado y escribimos
(a + b)%. En el segundo teorema (a - b) se eleva al cuadrado y
escribimos (a - b)?. En el tercer teorema los signos varian, por lo

que no es un cuadrado.
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La version breve es

1. (a+Db)? = a2+ b%+ 2ab
2. (a-b)? = a2+ b%-2ab
3. (a+h)@a-b) = a2-b?

Estos teoremas se usan mucho.

Ejemplos
4a’?-9  _ (2a+3)(2a-3) _ 2a+3

4a2+9-12a (2a-3)2 2a-3

3b2+12-12b _ 3(b%+4-4b) _ 3(b-2)2 _ 3(b-2)
5b2—10b 5b2-10b 5b(b-2) 5b

y una larga reduccion:

3 3 6
ab-b%2 a2+ab a?-b2?

3 3 6 _
b(a—b) a(atb) (a+b)(a-b)

b apagar, a apagar, teorema 3

3ath) . 3@=b) 6 _ onaada. oroloncada. nad
b(atb)(a-b) a(a+b)a-b) (atbya—by | O Ordada proiongada, naca
—(a+b) 3(a-b) 6
+ —2 - =
(a+b)(a—b)  (a+b)(a—b) (a+b)(a—b)

b movida, a movida, nada

3a 3b 32 3b 3a2  3b?
pt3+3- "6 _ % T _ @b " ap . _3a®-3b7 _ 3
(a+b)(a—b) (a+b)(a—b) (a+b)(a-b) ab(a2-b2) ab
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Raiz cuadrada

Si tenemos un numero, por ejemplo 4, podemos encontrar el
numero positivo que da 4 cuando se eleva al cuadrado. Eso es 2.

Decimos que la raiz cuadrada de 4 es 2, y escribimos /4 = 2

Y ademas: Si tenemos un numero, por ejemplo el 8, podemos
encontrar el nmero positivo que da 8 elevado a la 3. Eso es 2.
Decimos que la tercera raiz de 8 es 2, y escribimos

V8 =2
y laraiz cuarta de 16 es 2

Vi6 = 2

La raiz cuadrada y demas también se puede escribir de otra forma,
como veremos en el siguiente capitulo: “Exponenciacion”.

Ejemplos

1.
V16-4 = V64 = 8
0

Vi6 VA =4.2=38
entonces
V16-4 = V16 - V4
2.

Vie _ 4 _

V4 2
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%:\/Z:Z

entonces
Vie _ |16
NN

O in letras

5.
16a _ 4va
V25b  s5vVb
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Exponenciacion
Hay una forma mas corta de escribir a veces a
a-a=aa=a’

a es el nimero base, 2 se llama exponente y a2 juntos es: a elevado
a la potencia de 2.

Mas ejemplos:
aaaaaaaaaaaaa = al? bbbb = b*

0 en nUmeros:
7-7:77-7-7=75 9.9.9=903

Con las letras podemos omitir el signo de multiplicacién, no se
puede malinterpretar. Sin embargo, con las cifras no podemos
omitir el signo, porque 999 significa novecientos noventa y nueve.

Especialmente importantes y muy utilizadas son las potencias de
10:

10-10-10 = 10° 10-10-10-10 = 10* etc.

Hay tres ventajas de usar la exponenciacidn: son muy adecuadas
para nUmeros muy grandes y muy pequefios, son mas faciles de
calcular (una vez que uno se ha acostumbrado) y son casi
indispensables en el calculo diferencial e integral, como veremos.
nos vemos.

10-10-10

3
Si tenemos una fraccion como , -podemos escribir % = 10°
Entendido un + antes de 3. Asi 10*3 = 10°

. 0.z o 1 o
Si tenemos una fraccién como , -podemos escribir o 103

10-10-10

Aqui el signo menos muestra que 10° esta ubicado en el denominador.
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+ antes del exponente significa ubicacién: numerador, y - antes
del exponente significa ubicacion: denominador.

Ahora, en lugar de mil podemos escribir
1000 = 10°

y en lugar de un millén podemos escribir
1 000 000 = 10°

El nimero de Avogadro (fisica, quimica) es aproximadamente:
6-10%

La constante de Planck (fisica) es aproximadamente: 6,63-10-3

Estos nameros serian muy tediosos de escribir sin el uso de la
exponenciacion.

Ejemplos
1.
102-10° = 10-10-10-10-10 = 10°

Podriamos haber calculado esto simplemente sumando los
exponentes

10%2-10° = 10°
2.

1 _ 1 _107% _ , &
102-103 _ 105 1 10

Podriamos haber calculado esto sumando los exponentes en el
denominador y moviendo el nimero de potencia al numerador con
un menos antes del exponente.
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3.

10%.1072. 105
102 -103

= 10?2 = 100
Exponentes en el numerador: 4-2+5 =7
Exponentes en el denominador: 2+3 = 5 movido hacia arriba -5

Célculo de los exponentes: 7-5 = 2 eso significa 10% = 100.

4.

10%-10% = 10* = 10 exponentes %+%= 1

pero jguau! v10 - v10 = 10 tambiénda 10

entonces 10”7 = +/10

Decimos que 10 elevado a % es lo mismo que la raiz cuadrada de

10. Entonces, en lugar de escribir +/10 , también podriamos
escribir 10”.

Como se menciono, esto es a menudo una ventaja.

5.

Y ahora el complicado:

100 = 1

Podemos ver a partir de los exponentes en la fraccion que:

D -q0m= 100 = 1

101

Exponente en el numerador: 1
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Exponente en el denominador: 1 movido hacia arriba -1
Calculo de los exponentes: 1-1 =0

Entonces, 10° debe ser igual a 1.

6.
(1023 = 10% - 102 - 102 = 10° = 10?°

7.
(2-3)* = 6% = 1296
24.3% = 16 - 81 = 1296
entonces

(2-3)% = 2¢. 3¢

2% 16
34 81

entonces
(z)“ _ 2
3) 34
O en letras:

9.

a?-a®=a-a-a-a-a=a
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1 _ 1 _b° _ 5

b2 .p3 E___b

11.

x4,x3,x5_ 1 _

x2 3 X=X

12.

s e = gyl =

ytyt =yt =y

13.

0o - al _ 0o - X' _ 0 —

a—;—l X—;—l 1764° = 1

O el camino largo

0 — A4l — Al . A1 = & _

& =a=atat=— =1

0 por diversion

a_O:a(Z'Z):aZ.a'Z:a_Z =1
a2
ax

a0=a(x-x):ax_a-x:_ =1
ax

14.

(%)% = a2 - a2 - a2 = &b = a?3

(ar)szar-s
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15.

(a-b)* = a*.b?
@-b)y=a-bn
16.

17.

La tercera raiz de 8 como exponenciacion: V8 = 8§ =2
que se ve desde 8§ - 8§ : 8§ =8l =

y la raiz cuarta de 16: 416 = 16+ = 2

que se ve desde 16+ - 164 - 161 - 163 = 161 =16
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Ecuaciones

Una ecuacion expresa que lo que esté a la izquierda del signo de
igualdad (=) es igual a lo que esta a la derecha del signo de
igualdad. Si eso se cumple, la ecuacion es verdadera.

Necesitamos ecuaciones para encontrar una o0 mas cantidades
desconocidas. Eso pasa mucho.

Por ejemplo, mi salario depende de la cantidad de horas que
trabajo. Podemos afirmar que en una ecuacion:

Salario = tarifa por hora multiplicada por el nimero de horas de trabajo
o de la fisica, la Segunda Ley de Newton:

fuerza = masa por aceleracion

con simbolos

F=m-a

Si conocemos los nimeros de la masa y la aceleracién podemos
multiplicarlos y encontrar la fuerza.

Las ecuaciones son necesarias en todas partes.

Empecemos con una sola incognita, que en matematicas suele
Ilamarse X, y algunos nimeros conocidos. Por ejemplo

X+3=5
es facil ver que x = 2.

Si tenemos x* (que es igual a x), hablamos de una ecuacion de primer grado.
Si tenemos x?, hablamos de una ecuacion de segundo grado.

Si tenemos x°, hablamos de una ecuacion de tercer grado.

Si tenemos x*, hablamos de una ecuacion de cuarto grado.

Etcétera.
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Principalmente, necesitamos resolver ecuaciones de primer grado.
También tenemos muchas ecuaciones de segundo grado, mientras
que las ecuaciones de tercer grado son raras y las ecuaciones de
cuarto grado son extremadamente raras.

Eso se corresponde bien con el hecho de que solo tenemos

métodos seguros para resolver ecuaciones de primer y segundo
grado. Las ecuaciones de mayor grado solo se pueden resolver
mediante metodos especiales (sobre esto mas adelante) o CAS.

en una ecuacion

* Podemos multiplicar por el mismo nimero (o letra, u otro) en
ambos lados de la ecuacion, excepto 0.

* Podemos dividir por el mismo niimero (o letra, u otro) en ambos
lados de la ecuacion, excepto 0.

* Podemos sumar el mismo niimero (o letra, u otro) en ambos
lados de la ecuacion.

* Podemos retirar el mismo numero (o letra, u otro) en ambos
lados de la ecuacion.

Es crucial que lo que esta a la izquierda sea igual a lo que esta a la
derecha. Estas cuatro reglas aseguran que se mantenga la
igualdad.

Recuerda que, cuando multiplicamos, dividimos, sumamos o
restamos, - debe ser por todo el lado izquierdo - y todo el lado
derecho.

Ejemplos
1.
X+3 =5
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multiplicar por 2:

multiplicar por a:

2.

X+3 =5
dividido por 2:
dividido por a:
3.

X+3 =25
agregar 2:
agregar a:

4,

X+3 =5

sustraer 2: (x +3) -2

sustraera: (x +3)-a

2(x+3) =25
ax+3) =a-5
s
2 2
3 _5
a _a

(X+3)+2 = 5+2

5+a

(x+3)+a

Usando estas cuatro reglas, podemos resolver para x (hacer que se
sostenga por si mismo). Lo hacemos paso a paso. Para continuar,
necesitamos una nueva sefial:
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< que significa “equivalencia l6gica”, 0 sinGnimo, o lo mismo
que. La flecha doble muestra que la ecuacion es vélida
independientemente del calculo hacia adelante o hacia atras.

5.

X+3 =5 &
(x+3)-3=5-3 &
X+3-3=5-3 &
X =2

Aqui calculamos hacia adelante. También podemos calcular hacia
atras:

Veamos las cuatro reglas de calculo nuevamente en nuevos
ejemplos:

Aqui podemos multiplicar por 3 en ambos lados

5:2 &
3

3.2=3.2 o
3
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X =6

Pero también podriamos decir que 3, que esta en el denominador
del lado izquierdo, se puede mover al numerador del lado derecho.

=2 o
3

X =32 o
X =6

que es mas rapido.

7.
3:-X=6

dividimos por 3 en ambos lados

3:-Xx=6 &
3_x:i <:>
3 3
X =2

Pero también podriamos decir que 3, que esta en el numerador del
lado izquierdo, se puede mover al denominador del lado derecho.

3:-X=6 &

)(:2 &
3

X =2

que es mas rapido.
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8.
x-3 =5

podemos sumar 3 en ambos lados

Xx-3 =5 &
X-3+3 =5+3 &
X =8

Pero también podriamos decir que 3, que tiene un signo menos en
el lado izquierdo, puede moverse para tener un signo mas en el
lado derecho.

X-3 =05 &
X =5+3 &
X =8

que es mas rapido.

9.
XxX+3 =5

podemos restar 3 en ambos lados

Xx+3 =5 &
x+3)-3=5-3 &
X =2

Pero también podriamos decir que 3, que tiene un signo mas en el
lado izquierdo, puede moverse para tener un signo menos en el
lado derecho.
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que es mas rapido.

10.
2
— =4 yx #0

X

Aqui debemos agregar que x no puede ser 0 - ya que no podemos
dividir por cero. El signo # significa “no igual a” o “diferente a”.

Rara vez se menciona en el texto del problema que x # 0, por lo
que tenemos que averiguarlo nosotros mismos. Es particularmente
importante, si nuestro calculo posterior produce x igual a 0. Eso,
no se puede usar, y no habra "solucion".

Aqui, sin embargo, no hay problema

2 = 4.% &
X:E &
4
1
X ==
2
11.

Finalmente una ecuacion con muchas operaciones.

X 2 6
—-2X+4 -=-=6+--X
3 3 5

recogemos X en el lado izquierdo y ndmeros en el lado derecho
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x 6 2
— - 2X+X =6+=--4+—
3 5 3

reduccion
X . X = 2+§+2_
3 5 3

encontrar denominadores comunes

5-2
+

x 3_x _ 15:-2 + 3:6
3 3 15 3-5
x—3x _ 30+18+10
3 15
—2x _ 5_8
3 15
15 - (-2x) = 3-58
-30x = 174
174
X =—
-30
87
X=-—
15
X = -58

5-3

g ¢ ¢ ¢ ¢ 8

cual es la respuesta precisa. O

como un namero decimal, que aqui suma.
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Ecuaciones de segundo grado

Cuando la incAgnita o variable (aqui llamada x) se eleva al
cuadrado, tenemos una ecuacion de segundo grado. Por ejemplo

X2-x =0
0

3x¢-x = -3x+1

Si reorganizamos asi
3x2+2x-1=0
y usa letras en lugar de nimeros

ax?+bx+c =0

podemos resolver para x usando esta formula
__ —bxVb2-4ac

2a

X

A veces podemos encontrar una forma mas rapida, pero esta
formula siempre funciona.

Ejemplos

Con nuestras cifras el calculo es

3x2+2x-1=0
—24./22-4-3-(—
x = 2= (=1)
2:3
X = -2+V16 o
6
x = -2+4 o

6
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- 1
dando dos soluciones: 5 Y -1

Eso es nuevo, pero podemos insertar los dos valores en la
ecuacion original para encontrar que es verdadero.

. . 1
Primero insertamos — que hace

3C2+2()-1 =0 &
1 1, 3 _

3(6)-'—2(5)-5 =0 &
E+E_§:O &
9 3 3

l+3_§:0 &
3 3 3

0=0

cual es verdad

Luego insertamos -1 que representa

3(-12+2(-1)-1 = 0 &
31+2(-1)-1 =0 &
3-2-1=0 &
0=0

y €so0 es cierto también. Entonces si, tenemos dos respuestas
validas, a valores de X, dos soluciones. También decimos que la
ecuacion tiene dos “raices”.

Si por ejemplo encontramos
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2=0

claramente es "falso" y, por lo tanto, el nUmero que probamos no
es una raiz, lo que significa que no cumple la ecuacion.

Prueba

La mayoria de las personas solo usan la formula de la solucion,
pero aqui se presenta que es correcta. En realidad, la prueba es
bastante complicada:

Hemos arreglado la ecuacion de segundo grado, para que se vea
de esta manera:

4a (ax’?+bx+c) = 0 &
multiplica 4a entre paréntesis
4a%x? + 4abx + 4ac = 0 2

agregue b? en cualquier lado

4a%x? + 4abx + 4ac + b? = b? &
mover 4ac
4a?x? + 4abx + b? = b?- 4ac &

Use una de las reglas cuadradas en el lado izquierdo
(2ax + b)? = b?- 4ac 2o
calcular la raiz cuadrada en cada lado.

Aqui, sin embargo, necesitamos interferir: si miramos el lado
izquierdo (2ax + b) puede originarse a partir de un nimero
negativo, que se convierte en positivo cuando se eleva al cuadrado
(menos por menos da mas). Eso no se ve, entonces tenemos que
decir que (2ax + b) puede ser negativo o positivo. Escribimos + y
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lo movemos al lado derecho de la ecuacion. Eso esta permitido ya
que el lado izquierdo es igual al lado derecho:

2ax + b = +Vb?% — 4ac &

mover b

2aX = -b+vVb?% — 4ac &

dividir por 2a a cada lado
x = —-b+Vb2-4ac

2a

y se demuestra la formula.

Mas teoria

Si volvemos a mirar la formula

__ —b*vb2-4ac
2a

X

podemos centrarnos en la entidad de raiz cuadrada
b? — 4ac

y Ilamalo el discriminante, d
d = b%? —4ac

el discriminante significa "el que hace la diferencia™. ;Qué
diferencia? La diferencia que muestra si la ecuacion de segundo
grado tiene dos, una o ninguna solucion:

d = dos soluciones positivas (dos raices)
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d =0 una solucion (una raiz)
d = negativo sin solucion (sin raiz)

no podemos calcular la raiz cuadrada de un nimero negativo.
“sin solucidén” en realidad tiene un significado geométrico, que
veremos mas adelante en el capitulo sobre la pardbola.

Ejemplo

Si la ecuacion de segundo grado no tiene una parte constante (no
c), podemos usar la solucion cero:

4x2-x=0 & X(4x-1) =0

donde x tiene que ser 0, o el paréntesis tiene que ser 0. =>

1
X=0 0 x==
4
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Ecuaciones de grado superior

Para ecuaciones de primer grado, podemos tener hasta una
solucion.

Para ecuaciones de segundo grado, podemos tener hasta dos
soluciones.

Para ecuaciones de tercer grado, podemos tener hasta tres
soluciones.

Para ecuaciones de cuarto grado, podemos tener hasta cuatro
soluciones.

etcetera.

En las ecuaciones de primer grado, resolvemos para X haciendo
que se mantenga en el lado izquierdo de la ecuacién.

En las ecuaciones de segundo grado organizamos y usamos la
formula para encontrar X.

En ecuaciones de tercer grado y superiores, adivinamos una
solucidn, la insertamos en la ecuacion y vemos si es correcta.
Puede parecer extrafio que podamos adivinar, pero eso esta bien
en matematicas, si se prueban los valores adivinados.

A menudo usaremos CAS. La electronica en CAS hace lo mismo
que nosotros. Hace una conjetura y la prueba, verifica qué tan
grande es el error, hace una conjetura nueva y mas cercana, y asi
sucesivamente. El método se llama iteracion (repeticion). CAS lo
hace rapidamente, pero en general también podemos acercarnos al
resultado después de 3 0 4 intentos.

Ejemplos
x3 =27
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adivinamos x = 3 y hacemos una prueba
3¥=3.3.3=27

Cual es verdad. Entonces - 3 es una solucion.
¢ Qué pasa con -3. hacemos una prueba

(-3))=-3.-3.-3=-27
Lo cual es falso. -3 no es una solucion.

No podemos encontrar otras raices. Los nUmeros numericos
mayores que 3 nunca pueden ser una solucion, y es facil probar
numeros entre -3 y 3. Entonces, en este caso estamos seguros de
que no hay otras raices que no sean 3.

Pero que pasa:
x2—-x2=0 &
Tal vez se vuelve mas claro si escribimos

Suponemos 0, si. Suponemos 3, no. Suponemos 2, no. Suponemos
1, si. Tal vez -1:

(1 =1
-1=1
lo cual es falso, entonces, no.

En teoria, son posibles tres raices, pero es facil ver que las raices
mayores que el nimero 1 (I11) no son posibles. Ademas, es facil
ver que las raices mas pequenas que el naumero 1 (I11) no son
posibles. Solox =0 y x =1 son raices.
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Dos ecuaciones con dos incognitas

Si tenemos dos incognitas, necesitamos dos ecuaciones diferentes.
Si tenemos tres incognitas, necesitamos tres ecuaciones diferentes.
Y asi sucesivamente.

Hay dos métodos para resolver dos ecuaciones con dos incognitas.

El método mas ldgico es aislar en una ecuacion e insertar en la
otra. Este método es ampliamente utilizado para todos los sujetos.

El metodo mas rapido en casos simples es el método de
coeficientes iguales.

Ejemplos

Supongamos que estamos en un laboratorio y midamos algo de
dos maneras diferentes dandonos dos ecuaciones diferentes. Aqui
Ilamamos a las incdgnitas X e y, pero pueden representar presion y
temperatura, o tiempo y numero de bacterias, o algo mas. Y
pretendemos que hemos encontrado estas dos relaciones:

X+y=4 y 2X =2y +2
1.
X+y=4 y 2X =2y +2

Aislamos x en la primera ecuacion e insertamos en la otra
X=4-y insertado 2(4-y)=2y+2
Adelante con la ecuacion 2
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2(4-y)=2y+2 &

8-2y=2y+2 &
6 =4y &
-6_3
Y=13172

que insertamos en una de las ecuaciones originales, sin importar
cudl. Elegimos insertar en la ecuacién 1:

X+ =4 &

2

2 2

5
X ==

2

5 3

Respuesta completa x=> 'y y=~

2.

El mismo problema resuelto con el método de coeficientes
iguales:

X+y =4

2X = 2y +2

Aqui es mas facil si escribimos x encima de x e y encima de y:
X+y =4

2X -2y = 2

Ahora elegimos coeficientes iguales antes de x, asi que
multiplicamos la ecuacion uno por 2:
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2X+2y = 8

2X -2y = 2

Entonces decimos ecuacion 1 menos ecuacion 2.
2X - 2x dacero, 2y - (-2y) dady, 8-2 da6:
4y = 6 &

_ 6 _ 3
y 4 2

que se inserta en una de las ecuaciones originales. Elegimos la
ecuacion 2;

2x:2-§+2 &
2Xx = 5 &
5
X = =
2

Respuesta completa x =

N |

=3
y y=
Lo mismo que antes, por supuesto.

¢Por qué se permite restar una ecuacion de la otra? Porque
podemos restar la misma entidad a cada lado. En el lado izquierdo
restamos (2x - 2y), y debemos hacer lo mismo en el lado derecho,
solo elegimos restar lo que (2x - 2y) es igual a, es decir, 2.
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Funciones y proporcionalidad

Una funcién es un término técnico utilizado cuando algo depende
de otra cosa. Una funcidn se escribe como una ecuacion y el flujo
de la funcion se puede mostrar en un diagrama. Mas sobre esto en
la Parte 2.

Por ejemplo, mi salario depende de cuantas horas trabajo.
Podemaos escribirlo en una ecuacion:

salario = tarifa por hora veces nimero de horas de trabajo

En otras palabras, mi salario es una funcion de mi tarifa por horay
cuéntas horas trabajo.

O de la fisica, la segunda ley de Newton:
Fuerza = masa por aceleracion

con simbolos

F=m-a

La fuerza depende de la masa y la aceleracion. O: La fuerza es una
funcion de la masa y la aceleracion.

VVeamos de nuevo la funcion/ley de la naturaleza, la Segunda Ley de Newton:
F=m-a (1) & a=F-— (2)

La expresion (1) muestra que si la masa es dos veces mas grande, la fuerza
sera dos veces mayor. Afirmamos que F y m son directamente
proporcionales. Ademas, F y a también son directamente proporcionales.

(Entonces, si tanto m como a se duplican, F serd cuatro veces méas grande).

La expresion (2) muestra que si la masa se duplica, la aceleracion sera la
mitad. Afirmamos que a y m son inversamente proporcionales.
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Intervalos y desigualdades

Necesitamos una mesa de trabajo larga que debe ser mas larga que
3 metros y mas corta que 4 metros. Si es exactamente 3 metros, es
un poco demasiado corto, y si es exactamente 4 metros, es un
poco demasiado largo. Necesitamos una tabla en el intervalo

13;4( (sabemos que esta en metros, pero no lo escribimos).
3 no esta incluido, tampoco 4. Un intervalo abierto.

Si se pueden usar 3 y 4 metros, podemos usar una tabla en el
intervalo

[3;4]
3 esta incluido, al igual que 4. Un intervalo cerrado.

Si 3 metros es utilizable pero 4 metros son un poco demasiado
largos

[3;4]

3 esta incluido, pero 4 no esta incluido. Un intervalo semiabierto.

También se puede escribir como una doble desigualdad:

3 < longitud < 4 gue corresponde al intervalo ]3;4[
3 <longitud <4 que corresponde al intervalo [3;4]
3 <longitud < 4 gue corresponde al intervalo [3;4]

0 Sse muestra en una figura pequefia
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o—0 el intervalo abierto

— el intervalo serrado

— © el intervalo semiabierto
3 4

Ejemplos

La forma mas facil es escribir un intervalo o hacer un pequefio
boceto.

Las desigualdades no son tan comunes, pero veamos qué
significan los signos:

< significa menor que

< significa menor o igual a

> significa mas grande que

> significa mayor o igual que

La parte pequefia se coloca por el punto del signo. La gran parte se
coloca en la "boca" del signo.

En lugar de escribir
3 < longitud < 4
Podemos escribir

4 > longitude > 3

Si x es longitud y los limites son a 'y b, escribimos
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a<x<b a doble desigualdad

que rara vez usamos para calculos adicionales. Es mas comodo
dividirse en dos desigualdades Unicas

a < X y X <Db

y hacer calculos en cada uno.

Podemos:

Agregue lo mismo en cada lado

Resta lo mismo en cada lado

multiplicar por el mismo numero positivo en cada lado
Dividir por el mismo ndmero positivo en cada lado

Si multiplicamos o dividimos por el mismo numero negativo en
cada lado, debemos darle la vuelta al signo de desigualdad porque
ponemos las cosas "al revés". Un ejemplo:

a < X a es pequeio y x es grande

si multiplicamos por ejemplo -2 a cada lado, debemos girar el
signo:

-2a > (-2)x

Porgue ahora -2a es grandey -2X pequefio.

Si volvemos al ejemplo con la tabla y solo consideramos el limite
bajo:

3 < longitud
No tiene sentido agregar, por ejemplo, 2 a cada lado:

3+ 2 < longitud + 2
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Sin embargo, esta permitido como herramienta de célculo, y mas
adelante lo veremos utilizado de esa manera.
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NuUmeros imaginarios, brevemente

Los nimeros imaginarios no son reales, pero tienen que ser
imaginados.

V64 = 8 es bien conocido

v—64 No se puede hacer, pero si lo cambiamos un poco:

V=64 = \[/(-1)-64 = \/(-1) - V64 Eso esta bastante bien

\/(—1) nombramos I, esa también esta permitida, y luego
tenemos

|-vV64 =1-8
Entonces v—64 = 1-8

que nos permite continuar como si nada hubiera pasado; Sélo que
ahora, estamos en el mundo de los nimeros imaginarios. Y de
repente, por ejemplo, tenemos una solucion imaginaria a una
ecuacion de segundo grado que no tenia "solucion™.

CAS obtiene soluciones reales e imaginaries (CAS = Computer
Aided Solve = Resolucion asistida por computadora). La mayoria de los
CAS (tipicamente calculadoras) estan programados para dar
respuestas reales solamente. Sin embargo, algunos programas
también dan una respuesta imaginaria, por ejemplo | - 8. Eso
puede evitarse pidiendo “"Dominio real™ o similar.

Ejemplo

Encontremos las raices imaginarias a una ecuacién de segundo
grado que no tiene raices reales:

X2+2x+5 =0 &
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_ —2+V22-4-1.5
- 21

X &

discriminante negativo, sin raices reales

X = —2+/-16 N
2
x = —2+4/-1 o

X=-=142Vv-1 y x=—-1-2V-1 0
X==-1+21 vy x=-1-21
por lo tanto, dos raices imaginarias.

El uso combinado de nimeros reales y nUmeros imaginarios se
Ilama nameros complejos. Los nimeros complejos pueden servir
como una herramienta matematica y se describiran de nuevo al
final de este libro.
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Parte 2. El sistema de coordenadas en el
plano (2D) y funciones

El sistema de coordenadas y la distancia.

Vivimos en un mundo de tres dimensiones, lo llamamos espacio y
consta de largo, ancho y alto.

Si trabajamos en dos dimensiones, lo llamamaos plano, y consta de
dos direcciones, por ejemplo, horizontal y vertical. También
podemos llamar a las direcciones para el eje. Luego tenemos el
primer eje y el segundo eje; 0 en términos mas técnicos: La
abscisa y la ordenada, ambas del latin. Abscissa significa "fuera
(ab) de aqui (cis)", que puede representarse parandose en el punto
de partida y mirando horizontalmente al horizonte. La ordenada
significa lo ordinario, que es vertical (todas las demas direcciones
no serian ordinarias).

En matematicas, a menudo usamos las palabras eje X y eje y,

1.cuadrante

2.cua.

3.cua. _ad 4.cua
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pero pueden llamarse otras cosas. En fisica, el primer eje podria
ser t para el tiempo y el segundo eje podria ser v para la velocidad
(velox en latin). En economia el primer eje pueden ser meses y el
segundo eje pueden ser costos. Etcétera.

El eje divide el plano en cuatro cuartos llamados los cuatro
cuadrantes. El primer cuadrante es donde X e y son positivos
(ambos son +). Luego giramos en sentido contrario a las agujas
del reloj hasta el 2. 3. y 4. cuadrante.

Los ejes forman un angulo recto y se cortan en un punto de partida
comun, denotado asi: (x,y) = (0,0) . El punto de partida se llama
Origo (griego antiguo) o simplemente O.

En el eje elegimos una escala adecuada para la tarea. Por lo
general, elegimos la misma escala para los dos ejes, pero eso
depende de lo que vayamos a graficar. Si las escalas son iguales,
usamos el término técnico: equidistantes.

En total se le llama sistema de coordenadas (co(con) sistema de
ordenadas(el ordinario)). Se esté utilizando en todas partes.

Por ejemplo, el sistema de coordenadas se usa para mostrar como
varia una funcion: la funcion de linea recta, la funcién de
parabola, la funcion de sinus, etc.

Consideramos x primero, y y como lo que sigue. Por lo tanto, los
valores de x de una funcién también se denominan dominio, y los
valores de y se denominan rango (a veces: la cantidad de valor). Las
denotaciones no se usan comunmente porque las palabras dominio y rango
son lo suficientemente breves y muy informativas, pero si llamamos a la
funcién, f, las denotaciones son: Dominio, D(f) - y Rango, G(f). (R(f) para
rango hubiera sido la opcidn ldgica, pero R se usa para otra cosa).
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La demanda de una funcién es que para cada valor de x solo haya un valor de
y. Por lo tanto, el flujo de una funcién en un sistema de coordenadas no
puede ir y venir, ya que eso implicaria méas valores de y para un valor de x. Si
es necesario, hablamos de una funcion vectorial o una funcion de parametro
que se discutira en la Parte 4.

El sistema de coordenadas rectangulares ordinario también se llama sistema
de coordenadas cartesianas en honor al matematico Descartes.

Las coordenadas también se pueden indicar mediante coordenadas polares:
(distancia desde Origo, angulo con el eje +x). Ver la figura:

5

44
-
P(x.

r distancia

© angulo

24

Consideraremos las coordenadas polares un poco mas al final del libro.

Ahora se trata de coordenadas normales (cartesianas).

Distancia

A continuacién se muestra un sistema de coordenadas con tres
puntos llamados A, B y C con las coordenadas: A(2,3) B(5,4)
C(1,-3).

A'y B estan en el primer cuadrante, mientras que C esté en el
cuarto cuadrante.
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Denotamos la distancia entre Ay B, d, y la encontramos usando
una de las férmulas méas antiguas e importantes, Pitdgoras, que es
valida para tridngulos rectangulares (90°). Dibujamos un triangulo
auxiliar y vemos que el lado en la direccién x (horizontal) tiene
una longitud de 3, mientras que el lado en la direccion y tiene una
longitud de 1.

En otras palabras, encontramos las longitudes diciendo
valor x para B menos valor x para A=Xg—Xa=5-2=3

valor de y para B menos valordeypara A=yg—ya=4-3=1

6

-6

Entonces Pitagoras afirma:

d? = 3% +1° &
d=+v3-3+1-1 &
d = V10 por lo tanto, la distancia es V10
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También podemos denotar la distancia de A a B como |ABI. El
parentesis recto significa:

longitud = valor numérico = magnitud del nimero

En letras obtenemos la formula de la distancia:

IAB = (Xg - Xa)? + (V5 - Ya)?

También podemos calcular la raiz cuadrada en ambos lados;
algunas tablas lo hacen.
La formula de la distancia es solo Pitdgoras de otra manera.

Ejemplos
1.

Arriba encontramos IABI = +/10 diciendo B menos A.
Obtenemos la misma distancia si encontramos IBAl diciendo A
menos B:

BAR = (Xa-Xs)?+ (Ya-ys)?  =>

IBARZ = (2-5)2+ (3 - 4)> =
IBAIZ = (-3)% + (-1)2 =
IBAZ = 9+1 =
IBAl = V10

Seguramente, la distancia de A a B es la misma que la distancia de
BaA.

2.
También encontraremos la distancia de C a A.
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Para mantener las cosas en orden, decimos "fin menos comienzo".
Para ICAl eso es A menos C.

ICA = (Xa-Xc)*+ (Ya-yc) =>
CAZ = (2-12+(3-(3)2 @

ICAR = (1) + (6)? =S
ICAR = 1+36 &
ICAI = V37

Para IACl es C menos A:
IACI? = (Xc - XA)2 + (yc - yA)2 =>

IACIZ = (1-2)%+ (-3 - 3)2 =
ICAIZ = (-1)% + (-6)2 =
ICARZ = 1+36 =
ICAl = /37

Misma respuesta.

El signo => significa consecuencia légica. Lo usamos cuando
solo podemos avanzar en el calculo, pero no retroceder. Eso pasa
cuando introducimos algo de fuera. Aqui introducimos nuestros
numeros en la formula.
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Ahora consideraremos funciones importantes, sus ecuaciones y
sus curvas en sistemas de coordenadas (diagramas).

Ponemos muchos esfuerzos en la linea recta, porque mucho dentro
de la fisica, la biologia, la economia, el disefio, etc., se describe y
explica con lineas rectas. Ademas, sentamos las bases para
considerar otras funciones.

La recta (La funcion lineal)
Escribimos la ecuacion para la funcion lineal de dos maneras:

1.
Usemos la figura del capitulo anterior y dibujemos una linea recta
a través de los puntos Ay B:

61

Ay

AyBenel
ejemploly?2

_6-

Ademas, usaremos el tridangulo auxiliar nuevamente: Usando
letras, el lado en la direccion x (horizontal) tiene la longitud:
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XB — Xa = AX
y el lado en la direccion y (vertical) tiene la longitud:
Y8 —Ya=Ay

Usamos la letra griega A (delta) cuando describimos un cambio o
diferencia. Aqui esta la diferencia en los valores de x y los valores
de y de los puntos. Fin menos comienzo. (En fisica At puede ser
una diferencia de temperatura, en economia Al puede ser una
diferencia de ingresos, etc.). La palabra técnica para A es "cambio
o diferencia”, que también puede ser negativa.

Ahora estamos interesados en un namero que nos dice acerca de la
pendiente de una linea. La recta tiene una gran pendiente si Ay es
grande en comparacion con Ax. La recta tiene una pequena

pendiente si Ay es pequeiio en comparacion con Ax.

. .. A -
Esto se muestra mediante la fraccion ﬁ que se denomina

pendiente y generalmente se denota como a.

Entonces, definimos:

. : A di ia i
pendiente de una linea = a = =% = Jerenclamy
Ax diferencia in x

Seguimos calculando:

azi—i &  aAX=Ay © Ay =aAx O

Ve -Ya = a-(Xg - Xa) &
Ys = a:(Xg-Xa) +Ya

que es la ecuacion de nuestra recta. Ahora, nombramos los puntos
Ay B. Pueden tener otros nombres, y muchas tablas dicen:

y = a(X-Xy)+y1
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que es la ecuacidn para casi todas las lineas rectas (excepto para
las lineas verticales).

a es la pendiente y (X1, Y1) s un punto conocido en la recta. Si los
conocemos, podemos escribir la ecuacion para cierta linea y
dibujarla en un sistema de coordenadas.

Ese fue el método 1.

2.
Y ahora el método 2, en el que continuamos los célculos usando la
ecuacion ya derivada para la linea recta:

y = a(X-X)+y1

donde (X1, Y1) es un punto conocido en la linea. Elijamos el punto
(0, b) que estaen el eje y con y = b. Este punto se inserta 'y
tenemos:

y=ax+Db

que es la ecuacion mas comun para casi todas las lineas rectas
(excepto las lineas verticales).

a es la pendiente y b es donde la linea interseca al eje y. Si
conocemos a Yy b, podemos escribir la ecuacion para cierta linea y
dibujarla en un sistema de coordenadas.

Ejemplos
1.

Encontraremos la ecuacion para la recta que pasa por los puntos
A(2,3) y B(5,4) usando el método 1:

y = a(X-x)+y
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Nosotras debemos encontrar a, X Yy X
_ 4y _ 43 _ 1

Ax 5-2 3

Elegimos insertar las coordenadas del punto A: (X1, y1) = (2,3)

y = é (x-2)+3 reduccion
1. 2
= =-X--+
y = 3;Xx-;+3 Nad
1. 2,9
= -X--+-
Yy =3%X°373 «
= 1y4Z
Y =3 3

También podriamos haber insertado las coordenadas del punto
B(5,4). El punto B también esta en la linea y, por lo tanto, también
cumplira la ecuacion:

y g(x-5)+4 &

==X+
y =3X

w I

misma respuesta por supuesto. Si supiéramos las coordenadas de
otros puntos en la linea, daria la misma ecuacion.

Lo que encontramos es la ecuacion para "nuestra” linea.

2.

Ahora encontraremos la ecuacion de la recta que pasa por los
puntos A(2,3) y B(5,4) usando el método 2:

y = ax+b
aes
A 4-3 1
a:—y: _ = -
Ax 5-2 3
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y b se encuentra insertando A o B (mismo resultado) en la
ecuacion. Elegimos A:

3==--2+D &

b =
a 'y b insertados en la ecuacién
= 1y4+7
y = 3X*3
nos da la ecuacion para "nuestra” linea. Misma respuesta.
Ademas, veremos en qué se convierte y para X = 3
= 149,77 _10
Y =3 3+ 3 3
y para x =17
-1 7 -
y = 3 17 + 3 8
Ahora sabemos que (3, 1?0) y (17,8) son puntos de nuestra recta.

3.
Otro ejemplo que utiliza el método 2, esta vez sin nUmeros:

Mi salario (y) es igual a mi tarifa por hora (a) multiplicada por la
cantidad de horas (x) que trabajo (a y x son directamente
proporcionales).

salario = tarifa por hora - nimero de horas de trabajo ~ =>

y=a-X
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Si ademas recibo una cantidad fija independientemente de las
horas que trabaje, se puede escribir:

salario = tarifa por hora - nimero de horas de trabajo + cantidad fija =>
y=ax+b

donde b es la cantidad fija.

4.

Dos rectas se llaman |y m. ¢Se cruzan? Si es asi, ¢en qué
coordenadas?

l: y=-Xx+3
m: y = 2X
Primero notamos que su pendiente es diferente, por lo que

sabemos que se cruzaran en algan lugar. Si las pendientes fueran
similares, serian paralelas y nunca se cruzarian.

Se trata de dos ecuaciones con dos incégnitas:
y de | se inserta en m

-X + 3 =2X o
X-2X=-3 o
x=—==1

que se inserta en una de las antiguas ecuaciones, aqui m
y=21 &

y=2

Por tanto, la interseccion en (1, 2)

Se muestra en un diagrama (otra palabra para un sistema de
coordenadas):
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m:y=2x

Interseccién (1,2)

[3%]
|

Ly=-=x+3

| es decreciente (la pendiente es negativa).
m estd aumentando (la pendiente es positiva).

El punto de interseccion se lee como (1, 2). Esto se Ilama solucion
gréfica y se corresponde con el célculo.

Mas teoria

Una linea continda interminablemente en ambas direcciones. Un
segmento de recta va de un punto a otro. Por ejemplo, el segmento
de linea de A a B como se muestra en un capitulo posterior:
Distancia.

Hay cuatro lineas rectas especiales:
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!

—G

e Las rectas horizontales con pendiente 0. Aqui se muestra la
recta con la ecuacion y = 4
Otra linea horizontal es el propio eje x, con la ecuacion
y=0.

e Las rectas verticales con pendiente o« (signo que significa
infinito). En consecuencia, no se determinan con las
ecuaciones habituales. Aqui se muestra la recta con la
ecuacion x = 2
Otra linea vertical es el propio eje y, con la ecuacion x = 0.

Por cierto, se puede leer que las rectasy =4 y x = 2 se cortan en el
punto (2,4)

Excepto por las lineas especiales que acabamos de mencionar, las
pendientes de dos lineas en angulo recto (= ortogonales)
multiplicadas daran -1. Si las lineas se denominan |y m, se aplica
lo siguiente:

a|'am = 'l
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Por lo tanto, podemos ver si dos rectas son ortogonales
multiplicando sus pendientes y ver si da -1. Por ejemplo, podemos
comprobar dos lineas en un edificio para ver si las esquinas de
algunas paredes tienen un angulo de 90°.

Prueba

El diagrama muestra dos lineas ortogonales llamadas ny m.
También se muestran las ecuaciones.

n puede girar 90° alrededor del punto de interseccion y convertirse
en m, y sigue el triangulo auxiliar.

La pendiente de n dice: a, = g

La pendiente de ndice: an = _12 = -=

multiplicado da:

2 3 .
- am = - (_—2) =-1 mostrado con nimeros
0 en letras:

h l
& - am = (_—h) =-1 probado con letras

o
!

|
[
!
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La parabola

El término técnico para una parabola es un "polinomio de segundo
grado". Segundo grado porque X se eleva a la potencia de 2. "Poli"
significa varios y "nomial” significa parte.

Tenemos apodos para las figuras que usamos, y esta hermosa
curva se llama parabola, que significa comparacion, tal vez porque
la figura es simétrica cuando comparamos las dos mitades.

El diagrama muestra dos parabolas. uno con la ecuacion
f(x) =x?-4
y otro con la ecuacion

g(x) = -2x2 +5x + 4

flx)

-10 -5

g(x)
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Para ambas parébolas, y es una funcién de x (y depende de x),
pero ambas no pueden llamarse y, por lo que a la primera la
I[lamamos f(x) (decimos f de x), y a la otra se la llama g(x).

La ecuacion para todas las parabolas es:

y=ax?+bx+c 0
p(X) =ax?+bx +c¢ p para polinomio.

Una a grande significa que la parabola es estrecha. Una a pequefia
significa que la parabola es ancha.

Una a positiva significa que las ramas miran hacia arriba. Una a
negativa significa que las ramas miran hacia abajo.

b mueve la parabola en la direccion xey, mientras que c solo la
mueve en la direccion y.

Cuando resolvimos ecuaciones de segundo grado, teniamos:
ax?+bx+c=0

Ahora vi usa la ecuacion de segundo grado para una parabola y,
por lo tanto, 0 debe serlo porque y = 0.

y es 0 en el eje x. Por lo tanto, para una parabola, la solucion de
una ecuacion de segundo grado debe estar donde la parabola
intersecta el eje x.

A menudo, hay dos raices para x en los puntos donde las dos
ramas de la pardbola intersectan el eje x (como f(x) en el siguiente
diagrama).

Si el discriminante es cero, solo hay una raiz, que es el pico de la
parabola que toca el eje x (como g(x) en el diagrama).
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Ninguna solucion significa que la pardbola no se cruza ni toca el
eje X (como h(x) en el diagrama).

flx) g

r
-10

h(x)

-10-

Entonces, cuando vi usa la ecuacién de segundo grado para la
geometria de la parabola, "sin solucién” tiene un significado.
La Parabola tiene un vértice (“punto de inflexion’) con las
coordenadas:

“h —d
(=—=.,—) La que demostraremos:
2a " 4a

El vertice de una parabola tiene solo un valor de x por un valor de
y. El vértice de una pardbola con vértice en el eje x tiene el valor y
de 0. Por lo tanto, el discriminante es 0 y el valor x se convierte
en:

—b+Vb2—4ac -b
X =————— => X = — parad:O
2a 2a
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Si movemos la parabola hacia arriba o hacia abajo, el valor de y
cambiard, mientras que el valor de x permanecera

-b
2a

que insertamos en la ecuacion de la parabola para encontrar la
coordenada y:

y = ax’+bx+c =>
-b\? —b
y=a(—) +b(—)+c &
2a 2a
y:@-@+c o
4aa 2a
bb 2bb
SR
y 4a 4a ¢
bb
= -=+
y 4a ¢
_ —bb+4ac
Y=~
—
Y=

: (i, —b —d .
X e y combinados: Vértice ( P ) vy laférmula queda demostrada.

Ejemplos

1.
f(x) en el diagrama que se acaba de mostrar

f(x) = x>+5x+4 o0

y = X? + 5X + 4 aqui debemos recordar que este valor de y es solo para f(x)

¢Ddnde se cruza con el eje x?
Eso sucede donde y = 0 que esta en el eje x.
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Por lo tanto, insertamos 0 para y y resolvemos la ecuacion de
segundo grado.

X2+5x+4=0

usando la féormula

—-b+VbZ-4ac
X =— =>
2a
X = —5+v52-4-1-4
- 21
—-5+3
X =
2
X=-4y-1

que corresponde con el diagrama.

¢Ddnde se cruza con el eje y?
Eso sucede donde x =0 que estaen el eje y.

Por lo tanto, insertamos O para x y resolvemos la ecuacion de
segundo grado

y=0°+5.0+4 N
y=4
que corresponde con el diagrama.

Se Ilama factorizacion, si queremos sustituir x2 por dos paréntesis por x1. Por ejemplo,

y = X2 + 5x + 4 se puede factorizar paray = (x + 4)(x + 1)

0

y = 2x2 + 10x + 8 cuando se factorizay = 2(x + 4)(x + 1)

Se hace sacando el factor de ecuaciones, a (aqui 2), fuera del paréntesis, encuentra las raices
y forma el primer paréntesis como: X — raiz; y el otro como X — raiz;

La factorizacion se demostrara en la seccion: Prueba de factorizacion de un polinomio de
segundo grado.
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2.

h(x) en el diagrama que se acaba de mostrar tiene la ecuacion

h(x) =-x?-3

¢Dbnde se cruza con el eje x?

En el eje x y es 0. Aqui: h(x) = 0. Entonces
x?-3=0 &

x2=-3

lo cual no es posible, por lo tanto: “no hay soluciéon”™. Esto

significa que la parabola h(x) no corta al eje x. Se corresponde con

lo que vemos en el diagrama.

3.
h(x) =-x?- 3

¢ Donde esta el vértice?

formula (;—a o)

donde a=- b=0 (nohayx)

y d=b’-4ac=0-4-(-1) - (-3)=-12
que insertado da

G 30) = 09

Se corresponde con el diagrama.

4,
Volvamos al diagrama de las parabolas:
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f(x)=x?-4
g(x) =-2x>+5x + 4

¢ Donde se cruzan entre si?

Se cruzan en un punto (tal vez dos puntos) que cumplen ambas
ecuaciones, donde una ecuacion es igual a la otra: =>

f(x) = 9(x) =>
X?2-4=-2x*+5x +4
que es una ecuacion de segundo grado a ordenar y resolver:

3x?-5x-8 =0

P . —b+Vb2-4ac _
formula:  x = —— =>
2a
. —(-5)+/(-5)2—4-3-(—

aqui: x = ¢ )_\/(2.; 4-3-(-8) o

X = 5+11 N
6

X =2 y -1

3

Llamamos a las coordenadas x de los puntos de interseccion
8

Xt =5 Y X = -1

Leemos el diagrama para comprobar que corresponde.

Encontramos las coordenadas y insertandolas en una de las
ecuaciones de parabola. No importa cual, porque los puntos de
interseccion se encuentran en ambas parabolas. Elegimos f(x):

8 28

yi=xi-a= () 4= 2
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Yo = X22-4 = (—1)2-4 = -3
Asi, los dos puntos de interseccion son:

8 28

(E ,?) y (_11_3)
Lo cual también se corresponde con el diagrama.

Los puntos de interseccion para todas las curvas se encuentran
teniendo:
ecuacion para la curva 1 = ecuacion para la curva 2

Mas sobre la parabola

Muchas leyes de la naturaleza son ecuaciones de segundo grado
que pueden representarse como parabolas en un diagrama. Por
ejemplo, la férmula para la energia cinética (energia de
movimiento), Exin:

1 .
Exin = o m - v2 donde m es la masa, v es la velocidad.

En un diagrama v, Exin (v en el primer eje y Exin en el segundo eje)
obtendremos la mitad de una parabola. Mas sobre esto mas
adelante.

Parabolas para uso técnico: Si se gira una parabola alrededor de su linea
central obtendremos un plato de parabola, que es una figura en 3D. Se utiliza,
entre otras cosas, en las luces delanteras de los automoviles, donde la
bombilla esta situada en el punto focal de la parabola. La luz irradiada hacia
atras y lateralmente incidira en la parabola y se reflejara hacia adelante. Una
parabola muy "abierta™ también puede recibir, por ejemplo, sefiales de
television, que se reflejan en un dispositivo receptor en el punto de enfoque.
..y mucho mas.
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Polinomios

Los polinomios tienen X como numero base y un exponente, n
y=Xx" 0

f(x) = x"

La parabola discutida recientemente es un polinomio con
exponente 2.

El diagrama muestra cuatro polinomios relevantes en el primer
cuadrante:

101
()}
(x)?
8 -
6 -t
1 .
v (X] Linea recta

4 -t

1

(x) 2
2 -

(x)!

0‘ L T Ll T 1
] 2 4 ] 8 10

X esta entre paréntesis, porque el programa de bocetos lo exige; las
matematicas no lo exigen.

A modo de comparacion se muestra una linea recta y = x* = x.
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Ejemplos
1.
y=x3 se llama polinomio de tercer grado.

Por ejemplo el volumen de una esfera:

4 . z
V = ST r* donde el radio est4 elevado a tres.

2.

y = x> se llama polinomio de segundo grado o parabola que
se analizé en el altimo capitulo.

Por ejemplo, la formula de la energia cinética (energia de
movimiento):

1 .
Exin = o m - v2 donde m es la masa, v es la velocidad.

Si la masa es una constante (tal vez un nimero conocido), Ekin
sera funcion de (dependiendo de) v?

3.

y = X% & y = +/x sellama funcion de raiz cuadrada

Nuevamente, podemos usar la férmula de la energia cinética como

ejemplo, sélo que ahora calculamos la velocidad, v
2F

v=o(=)"

Si la masa es una constante (tal vez un namero conocido), v sera
funcion de (dependiendo de) Exin”
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4.

y = xt = i se llama funcion reciproca

Reciproco no debe confundirse con "inverso", que discutiremos
maés adelante.

Por ejemplo, la ley de Boyle Mariotte de la fisica. Es valido (dentro
de limites) para gases y dice que la presion multiplicada por el
volumen es una constante (un cierto namero) si la temperatura se
mantiene constante:

p-V =k &
p = k .- Vv1

Entonces, en un diagrama V,p tenemos una curva similar a la del
diagrama x,y denotada (x)*. La curva se llama hipérbole, que en
griego antiguo significa "exageracion".

La hipérbole tiene la capacidad de no tocar nunca ni el primer eje
ni el segundo eje. Decimos que se acerca asintoticamente al eje,
que también es griego antiguo y significa "no hay coincidencia”.
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Funciones y las cuatro operaciones aritméticas
basicas.

Podemos sumar, restar, multiplicar y dividir funciones entre si.

Consideremos a Liz y Peter quienes en un afio ganan dinero de
diferentes maneras. Trabajan en Dinamarca, por lo que la moneda
es en coronas danesas.

Peter tiene un salario fijo todos los meses:

salario = salario por mes - nUmero de meses =>
P(x) = 30.000-x

Liz gana mucho a principios de afio y menos después. Se ajusta
aproximadamente a esta funcion:
L(x) = 90.000 - x* (gana 90.000 el primer mes)

Las funciones salariales se ven asi en un diagrama:

1000000 1
800000
600000

4000001

200000 L)
P(x)

-200000-
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El siguiente diagrama muestra cuanto ganan juntos (aprox.
660.000 coronas para todo el afo). Se han agregado las curvas.

También muestra cuanto gana Liz mas que Peter. Curva L(x)
menos curva P(x). Liz gana méas hasta el noveno mes, el resto del
afio gana menos que Peter.

1000000

800000+

Salario

600000 1
L{x)+P(x)

400000 1

L(x)
200000 1

Pix)
L(x)-P(x)

Mes

-200000-

En este caso no interesa multiplicar las dos funciones. Sélo
obtenemos una curva pronunciada que no aporta informacion dtil.
Sin embargo, se muestra en el siguiente diagrama.

Es mas interesante ver cuanto ganan entre si. Aqui elegimos ver
, . 0z L

cuanto gana Liz en relacion con Peter: %

Para empezar, Liz gana mucho mas que Peter, por lo que la

fraccion da valores grandes en el segundo eje. Después de un

tiempo, ganan casi lo mismo, por lo que la fraccion se vuelve

aproximadamente 1y la curva se vuelve plana.
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Los valores en el segundo eje se hacen aproximados (1.000.000 se

ha convertido en 100, etc.), para que podamos ver mejor la curva

L(x)

%.
1001

801

Lix)-P(x)

Salario

601

40

L(x

P(x)

=
b2
.
[
o
=
=

Funciones compuestas

Usamos funciones compuestas si el resultado de una funcion se
aplica posteriormente en otra funcion. Por ejemplo
f(x)=2x+1 y g(x) = x2

Aqui la funcién compuesta, donde g se realiza primero y f
después, se llamara f(g(x)). Decimos f de g de x [algunos escriben

(fe 2)(x)].
g se llama funcion interna y f se llama funcion externa.
Aqui:
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f(g(x))=2(x®) +1 por lo tanto, g insertado en f.

Una condicion para las funciones compuestas es que el rango de la
funcidn interna se encuentre dentro del dominio de la funcion
externa.

Funciones inversas

Generalmente vemos y como funcién de x.
Para funciones inversas, vemos x como funcion de y. Por ejemplo

y=2x+1 aquif tenemos y = f(x) g

-1
X = YT entonces tenemos x = f(y)

Si usamos el sistema normal de coordenadas con x en el primer
eje e y en el segundo eje, llamamaos al nuevo y: x - y al nuevo x: y
(intercambiamos). Bastante confuso, pero asi es como funciona:

X

-1 0z O . .
y = —— quees la funcion inversa en el mismo sistema de
coordenadas.

Para evitar confusion de nombres podemos escribir:

Funcién fx)=2x+1 =>

-/, o — 1
Funcién inversa fi(x) = = -

El -1 elevado muestra que es una funcion inversa. De esta forma,
queda claro que f y f son inversas entre si.

Solo las funciones mondétonas (es decir, crecientes o decrecientes) tienen una
funcién inversa. El dominio y el rango también se intercambian.

Las funciones inversas son especialmente interesantes considerando sinus,
cosinus y tangente -asi como 10 y log -asi como e y In, que veremos mas
adelante.
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El triangulo rectangulo

Todos los tridngulos tienen una suma angular de 180°. El
triangulo rectangulo tiene un angulo de 90° dejando otros 90° para
los otros dos, por ejemplo un triangulo con angulos de 30°, 60° y
90°.

El triangulo rectangulo es importante dentro de las matematicas y
esta incluido en muchos disefios y construcciones.

En el diagrama hay un tridngulo rectangulo Ilamado ABC con
lados llamados a, b, c.

6-

El antiguo griego Pitagoras encontro una férmula valida para
triangulos rectangulos:

a’+b?=c?
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Probablemente la formula mas utilizada de todas.

Visto desde el angulo A, a es el lado opuesto, b es el lado
adyacente y c es la hipotenusa (un antiguo nombre griego).

Un triangulo rectangulo comun es el triangulo 3, 4, 5, es decir,
a=3,b=4 y c=5. Entonces Pitagoras expresa:

F+a=52 @
25=25

cual es verdad. Eso significa que podemos formar facilmente un
angulo de 90°, por ejemplo, teniendo una tabla con agujeros
perforados a 3 metros de distancia, otra tabla con agujeros
perforados a 4 metros de distancia y una tercera tabla con agujeros
perforados a 5 metros de distancia. Luego los colocamos en forma
de tridngulo con clavijas en los agujeros, y el angulo mayor
automaticamente sera de 90°. También podemos usar tres trozos
de cuerda o lo que sea, si solo uno mide 3, el otro 4 y el tercero 5,
- Yy no tiene que ser metros, puede ser pies o cualquier unidad.

El siguiente diagrama muestra un triangulo rectangulo pequefio y
uno grande. El triangulo pequefio tiene las medidas a;, by, ¢; y el
triangulo grande tiene las medidas aj, by, C;.
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Si, como se muestra, los angulos son iguales, se aplica lo
siguiente:

al b1l cl a2 b2 c2

_— = = y —_— = =

a2 b2 c2 al b1l cl

como se puede deducir facilmente del diagrama.

Dicho de otra manera: si a crece, b y ¢ crecen
correspondientemente. Si, por ejemplo, se duplica a, b y ¢ tambien
se duplican. Correspondientemente a la reduccion.

Estos triangulos tienen un angulo.

El area de todos los triangulos es

< 1 -
Area = S linea base - altura

Para un triangulo rectangulo es particularmente facil, ya que la

linea de base es un cateto (o cateto) y la altura es el otro cateto (en
latin, los dos lados mas pequefios, los catetos del angulo recto, se llaman los
dos catetos).

Para nuestro pequefio tridngulo, el area es:
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y para el tridngulo grande, el area es:
A== -6-4=12

Tenga en cuenta que cuando se duplica la longitud de los lados, el
area se vuelve cuatro veces mayor.

Un término técnico para todos los triangulos es "trigonometria”,
que significa medicion de triangulos.
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El circulo

La tierra es (casi) redonda. Muchos cuerpos celestes son redondos.
La tierra gira alrededor de su propio eje con un movimiento
circular. Las maquinas giratorias realizan movimientos circulares.
Muchas construcciones y disefios tienen circulos. El circulo es
importante.

La ecuacion del circulo es sorprendentemente sencilla. Es
“simplemente” Pitagoras una vez mas.

El diagrama muestra un circulo con centro C(a, b) y radio r que
golpea el circulo en el punto P(X, y)

8-

6 P(x. v)

-

C(a.b)

_74

Por supuesto, el centro C es el mismo independientemente de
donde nos encontremos en el circulo. P, sin embargo, es variable:
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las coordenadas varian segun en qué parte del circulo nos
encontremos. La distancia (r) a C es la misma para todas las P.

Dibujamos un triangulo auxiliar y usamos a Pitagoras:
(lado horizontal)? + (lado vertical)? = radio? &
(x-a) + (y - b)* =1

que es la ecuacion del circulo.

Ejemplos
1.

El circulo mostrado tiene la ecuacion:
(x-4)*+(y-3)° = 5°

¢Ddnde se cruzara nuestro circulo con la linea horizontal y = 6 ?
La recta no se muestra, pero se ve que la recta debe cruzarse en el
punto (0, 6) y (8, 6)

Las intersecciones son donde la ecuacion lineal es igual a la
ecuacion circular, que se resuelve mediante dos ecuaciones con
dos incognitas:

linea y="6

circulo (Xx-4)2+(y-3)? = 52

linea en circulo: (x-4)?+(6-3)> = 52 &
X2-8x+16+9 = 25 &
x2-8x =0

aqui, sin ¢, podemos usar la solucion cero:
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X:(x-8) =0 =>

yaseax 0 (x-8) escero &
x =0 0 (x-8 =0 & x =38

Combinados encontramos que la recta corta al circulo en el punto
(0,6)y (8, 6)

lo cual se corresponde muy bien con nuestra lectura.
2.

Los antiguos griegos determinaban la circunferencia de un circulo
como:

O=2 -m-r
donde w = 3,14 = 21w = 6.28
para nuestro circulo es

O=2-m-5=314

Ademas, determinaron el area de un circulo como
A=m- r?
para nuestro circulo es

A=m- 5 =785
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Sinus (Seno), cosinus (coseno) y tangente

Imaginamos que estamos jugando con una cometa al viento. No
importa qué tan larga sea la linea (siempre que sea constante).
Decimos que la longitud es 1. Se encuentra horizontalmente en el
suelo. Luego llega el viento y lo levanta con un movimiento
circular. La longitud de la linea sigue siendo 1, por lo que a
medida que suba, se acercara a nosotros medido a lo largo del
suelo (horizontalmente). Sin embargo, todavia esta a 1 longitud de
nosotros, solo que ahora esta dividida en horizontal y vertical.

Veamoslo en un diagrama:

Estamos en Origo (0, 0). La cometa esté en el punto P. La altura
vertical del dragon se llama sinus y la distancia horizontal se
Ilama cosinus. Sinus es latin y significa "altura del arco". Co-
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significa "con", por lo que co-sinus esta en contexto con sinus, ya
que también depende de sinus. También vemos claramente que
cuando el dragon asciende, el sinus aumenta y el co-sinus
disminuye. Si la cometa se eleva muy alto, el sinus es grande y el
CO-sinus es pequerio, esta casi justo encima de nosotros.

Acortamos sinus y cosinus, y en los célculos utilizamos las
abreviaturas sin y cos.

sen y cos dependen del angulo v (para vértice). (El angulo puede
tener todo tipo de nombres). LO mostramos escribiendo sinv para la
altura vertical del arco (direccion y) y cosv para la distancia
horizontal (direccion x).

Si v se hace mas grande, P girara en sentido contrario a las agujas
del reloj, que es la direccion de rotacion positiva (+ rotacion), que
se muestra en el diagrama con una pequefia flecha y un +.

En otras conexiones, la rotacion en el sentido de las agujas del
reloj suele ser positiva, pero en matematicas la rotacion + es en el
sentido contrario a las agujas del reloj.

Observado desde el angulo v, el lado frente a ti (el lado opuesto)
siempre serd el “lado sinus”, y el lado adyacente que mas lejos
termina en un angulo recto (90°) siempre sera el “lado cosinus”.
El lado oblicuo largo siempre sera la hipotenusa.

Este tambien es el caso si movemos el tridangulo, lo cambiamos
(aun en angulo recto) y lo giramos.

En el siguiente diagrama mostramos un triangulo recto, donde la
hipotenusa (el lado mas largo) mide 6 de largo y el angulo se
Ilama w. Entonces el lado sinus seguira siendo el opuesto, v el
lado cosinus seguira siendo el lado adyacente que mas lejos
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termina en un angulo de 90°. S6lo que ahora son 6 veces mas
largos.

-10-

Consideremos nuevamente el diagrama que muestra un triangulo
recto en el circulo unitario (el nombre de un circulo con radio = 1):

La fraccion % informa que tan grande es el sinus en relacién
con el cosinus. Esta fraccion se llama tangente, tan brevemente:
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sinv

tanv =

cosv

Vemos que tan v se hace cada vez mas grande (ya que sinv
aumenta'y cos v disminuye) a medida que v va de 0° a 90°.
Ya hemos visto un angulo llano con fraccion de dos catetos, que

era:

. 4y
pendiente = a = —

Ax

y si, es lo mismo. La diferencia es que la pendiente es valida para
una linea recta en un sistema de coordenadas, mientras que la
tangente es valida para un tridngulo recto en cualquier posicion.
Sin embargo, si colocamos nuestro tridngulo recto en un sistema
de coordenadas, podemos hablar de la pendiente de nuestra
hipotenusa. Asi, para esta hipotenusa:

. ., _
tanv="-—= = =X = 3 = pendiente
cosv Ax

Si lees un libro de texto antiguo, es posible que tenga otra
abreviatura tangente: tg

Y ya que hablamos de notaciones:
(sin v)? = sin?v (cos v)? = cos?v (tan v)? = tan®v

This book has the first notation. Other books and tables may have
the other notation.

Ejemplos
1.

Comencemos usando a Pitagoras en el tridngulo del circulo
unitario:
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(sin v)? + (cos v)? = 12 llamada relacién basica
This equation makes it possible to solve for sin v
(sinv)? = 1 - (cos V)? &
sinv = [1 - (cos v)?]*

donde se utiliza el exponente %2 en lugar de una raiz cuadrada.
Usaremos esta relacion mas adelante.

2.

Usando metodos de medicion finos en el circulo unitario,
podemos encontrar la magnitud del lado sinus y del lado cosinus
de varios angulos. Estas magnitudes conducen a funciones que se
programan en CAS.

Entonces, por ejemplo, podemos ingresar sin 30° y obtener la
respuesta %

0 podemos ingresar cos 30° y obtener la respuesta g
A partir de eso podemos calcular tan 30° = %
0 podemos ingresar tan 30° y obtener la misma respuesta %
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Algunos angulos y los valores correspondientes de sinus, cosinus
y tangente son comodos de memorizar:

Angulo 0° 30° 45° 60° 90°

sin 0 1 V2 ¥3 1
2 2 2

cOoS 1 ¥3 V2 1 0
2 2 2

tan 0 g 1 V3 -

la tangente a 90° seria 1 dividido por 0, lo cual no se puede hacer.

3.

De la tabla del ejemplo 2 tenemos:
sin 30° = =
2

Ademas, podemos usar la tabla al reves teniendo:

: 1 : o
sint (E) = 30° (en los EE. UU. sin' se llama arcsin o invsin)
o

2
Cos 45° = ‘/2—_

y la funcion inversa
il \/E — o -1 .
cos (7) = 45 (en EE. UU. cos™ = arccos = invcos)

Las funciones inversas estan programadas en la mayoria de los
CAS.
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4.

Encontremos los angulos u y v en este triangulo mediante un
calculo comdnmente utilizado por constructores y disefiadores:

107

[}
1

sinu 2
tanu = = -
cosu 3

Mirando la tabla del ejemplo 2, deducimos que el angulo puede
estar entre 30° y 60° (30° més cercano). CAS también tiene la

funcion inversa, por lo que al pedir tant a g se obtiene 33,69°

Encontramos el angulo v de la misma manera, sélo que ahora el
lado sinus es 3 y el lado cosinus es 2:

sinv 3
nv = = - &
ta Cosv 2

vV = tan'l(g) = arctan(%) = invtan(%) = 56,31°

Controlador:  90° + 33,69° + 56,31° = 180° Ok.
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S.

Un ejemplo, para mostrar de donde tiene su nombre la tangente:

El triangulo pequefio y el triangulo grande tienen un solo angulo.

=>
sinv _ tanv
cosv 1

y usando el circulo unitario vemos tan v representado.

En tiempos anteriores a CAS, era posible determinar la tangente
de esta manera, pero esta no es la definicion de tangente, que es:

sinv

tfanv =
Cosv
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Radian

El radio irradia desde el centro hacia la periferia, de ahi el nombre.
Radian es la forma propia de la naturaleza de medir un angulo. El
hombre decidié medir un angulo en grados, pero ademas, se mide
en radianes:

Los antiguos griegos descubrieron que la circunferencia de un

circulo es proporcional al radio del circulo. Llamaron al factor de
proporcionalidad: 2w

Circunferencia =2 - w - radio &

O=2nr

También encontraron ©= 3,14 => 21~ 6,28

Por tanto, el radio es la variable que determina el tamafio de la
circunferencia de un circulo. Si r se duplica, O también se
duplicara, etc.

Entonces, un recorrido alrededor de un circulo tiene 27t radios
independientemente del tamario del circulo. A esto lo Ilamamos
ahora 27 radianes, o brevemente: 27 rad

Un recorrido alrededor de un circulo es también un recorrido de
360°, independientemente del tamafio del circulo. Por lo tanto:

2n radianes = 360 grados

que puede dividirse en, por ejemplo:

mrad = 180° &
%rad = 90° o
Zrad = 45°

4

etcétera. Véase también la figura:
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S E

450

180°

E

0= /360

El calculo proporcional conduce a esta féormula de conversion:

angulo en radianes _ angulo en grados

21 360

Ejemplos
1.

Un angulo v mide 30°, ¢cuanto mide en radianes?
Respuesta: Angulo en radianes. angulo en grados.

angulo enradianes _ angulo en grados

2m 360

Viad = 277 - —
rad 360

Vrad = %rad

&

&
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Normalmente, no representamos un nimero decimal. Dejamos ©t
para ser precisos y mostrar que estamos usando radianes, incluso

si también decimos, rad

2.

Un angulo w mide 60°, ¢cuanto mide en radianes?

Respuesta:
angulo enradianes _ angulo en grados o
2T 360
60
Wrad = 21T - —
rad 360
T
Wrad = gl’ad
3.

Un angulo mide 1 rad, ¢cuanto mide en grados?

Respuesta:

angulo en radianes _ angulo en grados N
21 360

Un = 360 -1

gra o

UQra ~ 57,30

Aqui solemos escribir un nimero decimal.

4.

Un angulo ¢ (fi) es w rad, ;cuanto mide en grados?
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Respuesta:

angulo en radianes angulo en grados

= &
2T 360
_ 360w
(Pgra 2T
(Pgra = 1800

Angulo y longitud del arco circular.

Veamos nuevamente la formula para la circunferencia de un
circulo:

O=2n-r O es la longitud de arco especial llamada circunferencia

y dividir por 2 a cada lado
—=T1m-r que es media vuelta
luego dividimos por, por ejemplo, 3 en cada lado

s .
" = 3 r y la longitud del arco se vuelve menor
Estas tres expresiones reunidas en una ecuacion comun:
longitud del arco = angulo (en rad) - radio

El &ngulo y la longitud del arco son directamente proporcionales.

Ejemplo
5.

¢ Cual es la longitud del arco de 45° de un circulo con radio de 9
metros?
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Cambiamos de 45° a radianes:

angulo en radianes angulo en grados

= =>
2T 360
angulo en radianes = 2n-% e
angulo en radianes = %
y: longitud de arco = Z-9 =~ 7,07 metros

4

Fin de seccion

Terminemos este capitulo mostrando una tabla del capitulo
anterior (sinus, cosinus y tangente), solo que ahora ampliada con
angulos en radianes:

Angulo 0° 30° 45° 60° 90°
Angulo  Orad z z z z
4 3 2
sin 0 1 V2 V3 1
2 2 2
COoS 1 V3 V2 1 0
2 2 2
tan 0 \/3—5 1 V3 -

tangente a 90° seria 1 dividido por 0, lo cual no se puede hacer.
En algunos libros y en algunas tablas, v es un angulo en grados y

X €s un angulo en radianes. A menudo necesitamos ser conscientes
de los diferentes nombres de cosas similares.
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La funcidn sinus y la oscilacion sinusoidal.

Volveremos a mirar el circulo unitario:

Lo Ilamamos circulo unitario porque el radio es 1.

Si el angulo v es 0, el punto P esta en el eje x con las coordenadas
(1, 0). Entoncescosv=1y sinv=_0

Si v aumenta, sin v aumentard y cos v disminuira.

si v =90° (%):cosv:O y sinv=1

Si continuamos la rotacidn en la direccién + (en sentido contrario

a las agujas del reloj) en el segundo cuadrante, cos v se vuelve
mMAas negativo y sin v menos positivo.

env=180°(n): cosv=-1y sinv=0

en el tercer cuadrante cos v se vuelve menos negativo y sen v se
vuelve mas negativo

3 .
env=270° (7”): cosv=0y sinv=-1
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en el cuarto cuadrante cos v se vuelve mas positivo y sen v se
vuelve méas negativo

en v =360° (2m) empezamos de nuevo.
La forma en que varia sin v se puede escribir en una funcion:
y=sinv

y podemos mostrar la funcidn en un sistema de coordenadas con v
en radianes en el primer eje y sen v en el segundo eje:

Ml;_-q

y 031 Sinus funcion

La curva fluctua alrededor del eje neutro (aqui el primer eje). La
fluctuacion maxima se llama amplitud (aqui +1y -1). Una
rotacion de 0 a 2w se llama ciclo o periodo.

También mostramos la funcion cosinus.

y =COSV
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Cosinus funcién

Lo cual es igual solo que se mueve - % a lo largo del primer eje.

Entonces, solo consideramos la funcion sinus.

Como hemos visto, la funcion sinus se puede utilizar para
encontrar angulos y longitudes de arco de segmentos de circulo, y
junto con el cosinus y la tangente podemos hacer calculos en
triangulos rectos, lo cual es importante dentro de la geometria.
Podemos afirmar que la funcion sinus combina circulos, angulos,
longitudes de arco y triangulos rectos.

Sin embargo, la funcidn sinus vale mas:

Oscilacion sinusoidal

Muchas cosas que giran o flucttan siguen la funcion sinus.
Eventos repetidos. Las llamamos oscilaciones sinusoidales. Las
oscilaciones sinusoidales aparecen tanto en la naturaleza como en
la técnica, y especialmente las oscilaciones técnicas exigen una
expansion de la ecuacion.

Encontramos oscilaciones sinusoidales en la naturaleza, por
ejemplo en nuestro pulso y respiracion, fluctuaciones de
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temperatura a lo largo del afio, el ritmo de 24 horas, marea,
sonido, luz, etc.

Ejemplos de oscilaciones técnicas son maquinaria giratoria,
técnica de sonido, instrumentos musicales, técnica de iluminacion,
etc.

Las oscilaciones sinusoidales se aplican cuando algo fluctta hacia
arriba y hacia abajo, hacia adelante y hacia atras, gira, etc.
Consideremos algo que gira con velocidad constante, por ejemplo
la rotacion de la Tierra alrededor de su propio eje. Entonces la
longitud del arco y el tiempo estan relacionados:

En 24 horas la Tierra gira un angulo de 2xn radianes y la longitud
del arco de 2xr. En 1 hora la Tierra gira z—z radianes y la longitud
del arco es 2=, etc.

24

Entonces, el angulo y la longitud del arco son proporcionales.

Ahora necesitamos un tamafio fisico llamado velocidad angular
(m), que se define como el giro angular en radianes dividido por el
tiempo en segundos (t):

. A l
velocidad angular = 9=
tiempo
y en simbolos
® = % & v es el angulo
VvV = ot o es la omega griega

Ahora nuestro angulo es ot y la funcion sinus es, por tanto, una
funcion del tiempo, t, y se ve de esta manera:
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f(t) = sin wt

En técnicas es posible que necesitemos cambiar el &ngulo. Esta
escrito como:

f(t) = sin (ot + @) o es la letra griega fi.
Ahora el angulo es (wt + ¢)

Es posible que también necesitemos cambiar la amplitud. Lo
hacemos multiplicando por A, el tamafio de la amplitud. A se
mide desde la linea neutral hasta la parte superior o inferior
maxima.

Finalmente, es posible que necesitemos mover la curva sinusoidal
hacia arriba (o hacia abajo) en el diagrama. Por lo tanto, sumamos
k. Si k es positivo, la curva se mueve hacia arriba, y si k es
negativo, se mueve hacia abajo:

f(t) = A - sin (ot + ) + k

Esta es la funcion sinus expandida o la ecuacién de una oscilacion
sinusoidal.

Estas oscilaciones sinusoidales también se denominan
oscilaciones armonicas.

Ejemplos

1.

Este diagrama muestra una funcion sinus parcialmente expandida,
donde la curva sigue dependiendo del angulo v, y donde:

A=05 k=05 =>
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f(v) = 1,5-sin(v) +0,5

v en el primer eje y f(v) en el segundo eje.

Y -

Periodo T

fv) A

Amplitud

Eje Neutral

Ix.wl,:-q 4

-1-

Se lee que el eje neutro ahora es para f(v) =0,5yaque k=0,5y la
amplitud A esigual a 1,5

2.

Ahora deseamos considerar la funcion sinus relacionada con el
tiempo en lugar del &ngulo. Lo hacemos mediante la insercion de
valores numéricos para ® y .

El diagrama muestra una funcién sinus completamente expandida,
donde:

A=15 o=2 =3 k=05 =>
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f(t) = 1.5 sin(2t + 3) + 0.5

con ten el primer eje y f(t) en el segundo eje.

29

ft

-1

Observamos que los valores en el segundo eje muestran una
oscilacion sin cambios de -1 a 2, mientras que los valores en el
primer eje han cambiado de angulo a tiempo. Esto se debe a los
valores insertados para ® y ¢.

® y ¢ juntos en la fraccion - £ mueven la curva en la direccion x
w

sin cambiar su forma. - % se llama cambio de fase. Esto se prueba
a continuacion:

Pruebas

El angulo (ot + @) para una oscilacion se encuentra entre 0 y 2w
radianes:

0 < (wt+¢) <2m &
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-pZot<2m-9 &

Lo T
w w
Entonces, el valor inicial ha cambiado de 0 a - % , lo que por lo
tanto se llama cambio de fase.
, ., . 22 0] 2m—¢@
El calculo también muestra que una oscilacion vade - - a —
w w

Eso lo vemos al tener:

fin menos inicio o

meg @y 2

gue se denomina periodo, T

r=

2n
w

A menudo, t es el tiempo, por lo que T es para una oscilacion
completa = un ciclo = un periodo.
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Los triangulos no rectangulos

También llamados triangulos arbitrarios.
Este capitulo también comprende los tridngulos isdsceles y
equilateros, que normalmente no se consideran arbitrarios.

107

Para todos los triangulos la suma angular es 180°
El area de todos los triangulos es

< 1 o
Area = o linea base - altura

Una altura en un triangulo va desde una esquina
perpendicularmente al lado opuesto.

Para todos los triangulos de un solo angulo, se aplica que
al _ b1 _ az _ bz _ ¢

a2z b2 c2 y al b1 cl
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Sin embargo, Pitagoras no se aplica a tridangulos arbitrarios. En
cambio, se aplican las reglas del sinus y las reglas del cosinus:

b )
2 = 2 = _° c2 = a2+ Db?-2a-b-sinC
sin A sin B sin C
Pruebas

El sinus gobierna:
El area de un triangulo se puede escribir de tres formas:

A==-a-h=--b-h=zch

En cambio, las alturas pueden verse como lados sinusoidales en

los triangulos interiores mas pequefios (ver la figura anterior). Por

ejemplo

ha=sinB-c =>
—-a-sinB-c=%-b-sinC-a:§-c-sinA-b s
a-sinB-c=Db-sinC-a=c-sinA-b e

y cuando dividimos todas las partes de la ecuacion por a-b-c.
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sinB sinC sinA
= = &

b c a

O reciproca como se indica en algunas tablas.

b _ ¢ _ a

sin B sinC sinA

Las reglas del sinus son las més faciles, pero si resultan
insuficientes, probablemente se aplicaran las reglas del cosinus.

El cosinus gobierna

El segmento de linea b en el primer diagrama se puede dividir en
b-x y x y dado que los tridngulos internos, mas pequefios, son
rectos, podemos usar a Pitagoras.

primer triangulo BCD

X2+ hy? = a2 & h? = a2 - x2
luego el triangulo ABD
(b-x)*+hy® = c? =>

b? + x2 - 2bx + (a? - x?) = ¢? hy? insertada

x es el lado cosinus del angulo C en el triangulo BCD
X = a-cosC =>

a2+ Db?-2ab-cosC = ¢? X insertada

También podriamos haber considerado los segmentos de lineaay
b que producirian:

b?+ c?-2b-c-cos A = a?

a’+c?-2a-c-cos B = b?
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Entonces, hay tres reglas para el cosinus, pero normalmente las
tablas solo muestran una de ellas.

Mas teoria

Necesitamos saber tres cosas sobre un triangulo para poder
construirlo. Sin embargo, hay dos excepciones:
e Si conocemos los tres angulos, el triangulo puede tener
todos los tamanos.
e Si conocemos las longitudes de dos lados y un angulo que
no esta entre los dos, podria haber un problema, que se
ilustra en la figura:

107
El tridngulo complicado.
Se conoce A, se conoce
8 |AB|, se conoce |BC|
6-
3 B
4-
A
2 -t
C1 C2
[} T T T
0 2 4 6 8 10

X

Dibujamos el angulo A. Marcamos el punto B. IBCI es ahora el
radio de un compas, y vemos que C puede tener dos posiciones.

Desafortunadamente, este error es bastante comun, por ejemplo al
disefiar una viga. El disefiador quiso decir C1 pero tenia C2.
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Ejemplos

Para un trianguloB=82°,b=14 y ¢ =13,1

¢ Qué es C?

Usamos la parte de las reglas del sinus donde tenemos

informacion:

c:b o

sinC sin B

. c-sinB
sinC = . =>

13,1 -sin 82°
14

sinC =

13,1 -sin 82°

in-1
C = sin™( "

)

C =679°
Lado a?
Aes 180°-82°-67,9° = 30,1°

Podemos usar la regla del sinus una vez mas, pero elegimos la
regla del cosinus

b? + ¢? - 2b-c-cos A = a? =>
a’> = 142+ 13,1>-2-14-13,1- cos 30,1° &
a? = 50,27 &
a = 17,09

© Tom Pedersen WorldMathBook cvr.44731703. Dinamarca. ISBN 978-87-975307-2-6

129




Funciones exponenciales

Las funciones exponenciales tienen una constante positiva (aqui
Ilamada a) como nimero base y x como exponente.

y = a* 0
f(x) = a

En el diagrama:

9= (3) 009 = (3)° ) = 1
i(x) = 2% jx) = &

=

Esta vez x se omite en f(x) y se acorta a f, g, etc. Esta permitido ya que esta
claro que x esta en el primer gje.
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Las funciones exponenciales tienen dominio en el intervalo ]-oo;00[
y rango en el intervalo ]0;00[ y, por lo tanto, se ubican en el primer
y segundo cuadrante Gnicamente. El primer cuadrante suele ser el
interesante.

Generalmente, una funcion exponencial disminuye (vista en la
direccion +x) cuando a esté entre 0 y 1, y aumenta cuando a es
mayor que 1.

La funcion h tiene a = 1, por lo que es horizontal y separa lo
decreciente de lo creciente.

Ademas, tenga en cuenta que todas las funciones exponenciales
pasan por el punto (0, 1), por lo que en el primer cuadrante todas
comenzaran aqui.

Las funciones exponenciales son interesantes porque a menudo se
aplican en la naturaleza, particularmente la que tiene el nimero de
base 2,7183... o aproximadamente 2,72. Este nimero base se
Ilama e en honor a un conocido matematico llamado Euler:

Ndamero de Euler = e = 2,72

Las funciones exponenciales con numero de base e se muestran en
el siguiente diagrama.

Encontramos e = 2,72 leyendo f(x) en x = 1. El punto esta
marcado (1, e)

¢Por qué es tan interesante el numero base e? Es por la pendiente
de la curva, que primero debemos explicar:

La pendiente informa cuanto aumenta una funcién (la pendiente es
positiva) o disminuye (la pendiente es negativa).

La pendiente cambia, asi que si la encontramos en un punto
determinado, le ponemos una tangente al punto y encontramos su
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pendiente, que también es la pendiente de la curva alli mismo. En
el punto inicial (0, 1) donde f(x) es 1, nuestra funcion exponencial
ex tiene pendiente 1.

Ahora podemos dar una respuesta:

La funcion exponencial con nimero de base e es muy interesante
porque para f(x) = 1 la pendiente también es 1. Para f(x) = 2 la
pendiente también es 2. Para f(x) = 3 la pendiente es 3, etc. .

4-

Tangente

fx)

Pendiente Ay/Ax=1

[a)
—
s o
Lad
.

_7

Entonces para todas las funciones exponenciales e tenemos:
f(x) = €& y pendiente tangente = e

Ninguna otra funcion tiene esta capacidad de que el valor de la
funcion y la pendiente tangente sean iguales, es decir, e*. Una
capacidad que se encuentra en muchas conexiones para el
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crecimiento biologico de bacterias, plantas, animales,... y procesos
fisicos y quimicos.

Por lo tanto, la funcion se llama: "la funcion exponencial natural”,
y el nimero base e (nUmero de Euler) es una de las constantes mas
significativas en matematicas.

Mucho mas sobre esto en la Parte 3.

Mas teoria 1

Primero consideramos la funcion exponencial ordinaria con la
variable a como numero base (con la que empezamos). Al igual
que antes queriamos expandir la funcion sinus, ahora queremos
expandir la funcion exponencial para que pueda usarse
ampliamente. Nos expandimos desde

f(x) = a* la funcion exponencial
a
f(x) =b - a* la funcion de crecimiento exponencial

donde b le da a la curva otro punto de interseccion con el
segundo eje (o0 punto de partida, si solo consideramos el primer
cuadrante), y k hace que la curva sea mas o menos pronunciada.
Alternativa: fx)=b-c* para ak=c¢

Ejemplo 1

Consideremos un ejemplo de economia:
f(x) = b-a*% sereorganiza
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Kn = Ko (L+1)" cual es la formula de interes

Aqui f(x) ahora se llama K, que es un valor futuro.
b se llama Kq que es el valor inicial
a se llama (1 + r) donde r es la tasa de interés

kx ahora se llama n, el nimero de plazos, que es el periodo de
tiempo de la tasa de interés real (a menudo en nimero de afios).

Usando esta ecuacion, podemos, por ejemplo, calcular el valor
futuro del dinero que prestamos hoy en el banco y devolverlo
dentro de 5 afios. Si prestamos 10.000 libras con un tipo de interés
del 4% anual en 5 afos, entonces deberemos:

Ks =10.000 - (1 + 0,04)5 = 12.167 libras

Mas teoria 2

De la misma manera ahora consideramos la funcién exponencial
natural con e como ndmero base y expandimos desde

f(x) = e la funcion exponencial natural
hacia
f(x)=Db - e e funcidn para crecimiento exponencial

donde b le da a la curva otro punto de interseccion con el segundo
eje (o punto de partida, si solo consideramos el primer cuadrante),
y k hace que la curva sea mas 0 menos pronunciada. k es negativo
con un crecimiento negativo.
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Ejemplo 2

El diagrama muestra una funcion e para crecimiento exponencial,
dondeb=5y k=-1.
la k negativa hace que la curva disminuya exponencialmente.

Un ejemplo podria ser la desintegracion de una materia radiactiva,
aqui con el tiempo en el primer eje y la radiactividad en el
segundo eje. La curva comenzaria en el punto (0, 5), a menos que
queramos retroceder en el tiempo.

g

fx)=5-(e) "1
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Funciones logaritmicas (log y In)

Logaritmo es latino y significa algo asi como "numeros
aritméticos".

Aqui calculamos de una manera nueva.

Las cuatro operaciones aritméticas basicas se pueden utilizar para
la mayoria, pero necesitamos mas. La primera vez que vimos algo
nuevo fueron las funciones sin, cos y tan (pasando del angulo a la
distancia), y sus funciones inversas sin*, cos® y tan* - o arcsin,
arccos, arctan - o invsin , invcos, invtan (pasando de distancia a
angulo).

Ahora nuevamente tenemos que calcular de una manera nueva.
Necesitamos una herramienta para encontrar X en ecuaciones
exponenciales como

y =10 y y=¢

El logaritmo de las decenas

Consideremos esta fila de nimeros con potencias de 10. A
continuacion simplemente escribimos los exponentes:

1OX] ...10% 101t 10° 10' 10% 10® 10%... l log10*
.2 -1 0 1 2 3 4

X X

Esta claro que pasamos de la fila 2 a la fila 1 diciendo:
X se transfiere a 10* 0

X = 10%

Cuando pasamos de la fila 1 a la fila 2, ahora decidimos decir:
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logl0* == x  entonces, definimos eso logl0* = x

En palabras: El logaritmo de 10* es x, - y luego podemos insertar
un namero en lugar de x.

Ahora podemos resolver la ecuacion

y = 10% teniendo el logaritmo a cada lado
logy = logl0* &

logy = x &

X = logy

Si y es un nimero conocido, por ejemplo 100 (= 10?), podemos
leer en la tabla que acabamos de hacer que log10? =2 y terminar
teniendo

X=2

Nuestra tabla s6lo contiene unos pocos nimeros, pero las tablas
finas estan programadas en CAS. Por ejemplo, podemos ingresar:

log 37~ 1,57

Tenga en cuenta que todos los numeros de la fila 1 son positivos.
Solo podemos encontrar el logaritmo de niUmeros mayores que
cero (> 0).

Hay mas ventajas, ya que nos da la oportunidad de cambiar entre
lafila1ly 2. La multiplicacion y division en la fila 1 se convierten
en suma y resta en la fila 2, y viceversa.

Ejemplo 1. 102 - 103 en la fila 1 se convierten en 2 + 3 en la fila 2.
2 + 3 es 5. Volviendo a la fila 1 encontramos la respuesta 10°
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Ejemplo 11. 10%: 103 en la fila 1 se convierte en 2 - 3 en la fila 2.
2 - 3 es -1. Volviendo a la fila 1, encontramos la respuesta 10

Rara vez necesitamos lo contrario, pero intentemos:
-1 + 4 en lafila 2 se convierten en 10!y 10* en la fila 1. 10 - 10*
es 10°. Volviendo a la fila 2, leemos la respuesta: 3

Funciona.

Antes de CAS, usdbamos una regla de calculo basada en el
logaritmo de decenas. Hoy tenemos CAS, por lo que ahora los
logaritmos se usan principalmente para resolver ecuaciones
exponenciales tal como empezamos.

Las reglas de célculo para logaritmos de decenas son:
En lugar de nimeros en el ejemplo |

log(10%-10%) = 2+ 3 = log10? + log10°®

Nosotras podemos usar letras:

log(a-b) = loga + logb cual es la regla numero 1
En lugar de nimeros en el ejemplo 11

log(10%:10%) = 2-3 = log10? - log10®

Nosotras podemos usar letras:

log (%) = loga-logh cual es la regla numero 2

La Gltima regla es, si el nimero de potencia no es 10 (o €). lo derivamos
log @ = log(10'%9%)* = log10*!°92 = x-log a s

loga* = x-log a cual es la regla numero 3

Solo existen estas reglas de calculo para logaritmos.
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El logaritmo natural
O el e-logaritmo.

Todo es como el logaritmo de las decenas, sélo que ahora el
numero base es e.
eX ] ..e? el e e e e¥ et.. l Ine*
X .2 -1 0 1 2 3 4 X

y lo llamamos In x que significa "logaritmo natural™ o mas
idiomaticamente: “el logaritmo natural™, ya que se encuentra en la
naturaleza al igual que su nimero base e. Esta claro que pasamos
de la fila 2 a la fila 1 diciendo:

X se transfiere a e 0
X = €%
Cuando pasamos de la fila 1 a la fila 2, ahora decidimos decir:

Ine* == X entonces, definimoseso Ine* = x

En palabras: El logaritmo natural de ex es X, - y luego podemos
insertar un namero en lugar de x.
Ahora podemos resolver la ecuacion.

y =¢e* teniendo In a cada lado
Iny = IneX Aad

Iny = x Aad

X =1Iny

Si y es un nimero conocido, por ejemplo €2, podemos leer en la
tabla que acabamos de hacer que In e? =2 y terminar teniendo
X=2
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Nuestra tabla s6lo contiene unos pocos nimeros, pero las tablas
finas estan programadas en CAS. Por ejemplo, podemos ingresar:

In37 = 3,61

Tenga en cuenta que todos los nimeros de la fila 1 son positivos.
S6lo podemos encontrar el logaritmo de nimeros mayores que
cero (>0).

Las reglas de calculo son

In (a:-b) = Ina+1Inb cualeslaregla numero 1
In (%) = Ina-Inb cuales laregla numero 2

Ina* = x:Ina cual es la regla numero 3

Mas teoria

Como aparece arriba, 10* y log x son funciones inversas.
logl0* = X y 10'9x = x

En consecuencia, € y In x son funciones inversas.

Ine* = X y enx = x

Podemos mostrarlo en un diagrama, donde y = x también se
muestra para comparar, y vemos que y =X es el eje de simetria,
por lo que las curvas pueden reflejarse en este eje de simetria.
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1

In(x)

log(x)

1
[
I =
.
=N
5]
—
=

Aqui solo escribimos el lado derecho de la expresion. No se puede
malinterpretar, por eso esta permitido.

Las funciones/curvas exponenciales se inclinan cada vez mas,
mientras que las funciones/curvas logaritmicas se inclinan cada
vez menos cuando x aumenta.

Otras notaciones para la funcién logaritmo elevada a 2:
(log x)? = log®x (In x)? = In%

En este libro utilizamos la primera notacion. Algunos otros libros y tablas
pueden usar la otra notacion.

Ejemplos que utilizan la regla de célculo 1

El signo = significa que se utilizé CAS.

log3+log4 = log(3-4) = log 12 = 1.079 (log 12 es precisa)
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log4+1log25 = log (4 - 25) = log 100 = 10

o0 () 109 2) = tog () = 1og(2) = -0

log (10 -v10) = log 10 +logv/10 = 1+1log+/10 = 1.5

IN3+In4 =1In(3-4) = In12 = 2.48
IN4+In25 = In(4-25) = In 100 = 4.605

n(@)enE) =nE 3)=n() = os:

In(e-vVe) =Ine+lInve =1+Inve =15

Ejemplos que utilizan la regla de célculo 2
log3-log4 = log (%) ~ -0.125
4
log 4 -log 25 = log (=) = -0.796
10
log (ﬁ) = log10-logv8 = 1-logv8 = 0.549
— 3 ~
IN3-In4 = In(3) = -0288
IN4-n25 = In (=) = - 1.83
25

e — — ~
|n(ﬁ) = Ine-INvV8 = 1-InvV8 =~ -0.0397

Ejemplos que utilizan la regla de calculo 3
log 3* = 4-log3 = 1.91

log 10* = 2x-log 10 = 2x-1 = 2x

© Tom Pedersen WorldMathBook cvr.44731703. Dinamarca. ISBN 978-87-975307-2-6

142




1+1logv10 = 1+log10° = 1+0.5:log10 = 1+051 =15
log 10°-log 102 = 3-2 =1

In3* = 4In3 = 4.39

Ine* = 2x:Ine = 2x-1 = 2x

1+Inve =1+Ine®® = 1+05Ine =1+051 =15

Ejemplos con ecuaciones

X = 27 o In3* = In 27 &
x:In3 = In 33 & x:In3 = 3:In3 &
X =3
1,82 = 4 & In(1,8%) = In4 &
2x:In1.8 = In4 & X = —n* o

—-2-In1.8
x =~ -1.18

Aislaremos el tiempo, t, en la férmula para el crecimiento exponencial.

y =b ekt o ekt = (%) o
Inek = In (%) = kt = In (%) &

=2

Por ejemplo, ese podria ser el momento del crecimiento de
determinadas bacterias.
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Mas teoria

2 2
Crecimiento exponencial
44 positivo / exponencialmente 4 Crecimiento exponencial
creciente negativo / exponencialmente
decreciente
2N, 3 Ny 3
2 2
% %;VO
r
1 I, 1 =
v, ) ) ,%‘\B
0 T i i T | 0 r i : : |
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Ambas funciones mostradas tienen la ecuacién f(x) = b-c*= b-a

Con funciones exponenciales, suele ser bueno saber cuando las cosas se
duplican o se reducen a la mitad. A menudo, el tiempo esta en el primer eje,
por lo que la constante de duplicacién se denota T y la constante de
reduccion a la mitad se denota T, y podemos derivar formulas para su
calculo. En el segundo eje tenemos aqui N para nimero. La condicion de
inicio es

f(t2):2f(t) => b'Ct2=2'b'Ct P
ctz=2.ct < ctzt = 2 2
Inct2t = In2 < (tz-t)Inc = In2 o
In2 In2 In2
-t = — & = — =
2 Inc T Inc  Indk y
f(t%):%.f(t) => b.ctzzé.b.ct PN
ctz = %_Ct © ctat = % PN
Inct = In> & (tz-f)Inc = In> =
Int In:  In=
-t = —2 & T, = —2=—2
Inc Inc Indk
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Otras funciones

Aqui discutiremos brevemente algunas funciones mas raras.

La hipérbola

La hipérbola (griego: exageracion) tiene la ecuacion

Xy =Kk & y:E or xzs

X

donde k es una constante.

Se ve que ni x ni y pueden ser 0: la curva no puede pasar x =00y
=0, porloqueeleje x yeleje y se convierten en asintotas (lo
que significa: no hay coincidencia) de la funcién (curva). La curva
todavia se acerca al eje, pero nunca lo alcanzara.

104

3
Hipérbola: y = o

Encontramos la hipérbola en la ley de Boyle-Mariotte (fisica) en
la forma

© Tom Pedersen WorldMathBook cvr.44731703. Dinamarca. ISBN 978-87-975307-2-6 145




p-V =k Sdlo relevante en el primer cuadrante.
Lo que significa

presion - volumen = constante

valido a temperatura constante.

Como ni la presion absoluta ni el volumen pueden ser negativos,
la curva solo es relevante en el primer cuadrante.

En la técnica, la forma de hipérbola se aplica a sensores
magnéticos rectificados especiales, y mas.

El polinomio de tercer grado

El polinomio de tercer grado viene en muchas versiones, pero la
funcion basica es

y =%

El polinomio de tercer
grado y =x3
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Algunas leyes de la naturaleza son ecuaciones de tercer grado. Por
ejemplo, la 3. Ley de Kepler gue establece que el periodo, al
cuadrado, es proporcional a su distancia promedio al sol, elevado
a tres.

T°=k-13 s6lo relevante en el primer cuadrante

El polinomio de cuarto grado

y = x*

I

4

I

[
o o
.

-2 El polinomio de
cuarto grado y=x*

Un polinomio de cuarto grado es raro. Un ejemplo en fisica es la
Ley de radiacion de Stefan-Boltzmann, que establece que la
intensidad de la radiacion de un cuerpo negro es igual a una
constante multiplicada por la temperatura (en Kelvin) elevada a
cuatro:

=k -T* solo relevante en el primer cuadrante
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Funcién de fraccion polindmica

Algunas funciones son tan raras que es posible que no las
conozcas. Sin embargo, pueden poseer caracteristicas interesantes,
lo que merece una breve observacion. Por ejemplo, esta funcion
de fraccion polinomica:

x+1

Y ==

x—1

El denominador no puede ser cero, por lo que x no puede ser 1.
Por lo tanto, la curva no puede pasar x =1, lo que en
consecuencia se convierte en asintota.

y =0 debe sersi x =-1 ya que el numerador asi serd O.

Por lo tanto, algunas cosas que podemos ver de antemano y
mostrarlas:

Funcién de fracciéon
linémi X+1
olindmica y=——
p Y=

r T T 1
-10 -5 \E\ 5 10

-10-

Se observa que x =1 es una asintota vertical. Ademas, tenemos la
sospecha de que y = 1 es una asintota horizontal. Lo probaremos
insertando y = 1 en la ecuacion:
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y=1 => X-1=x+1 <& 0=2
lo cual es falso y, por lo tanto, y no puede ser 1. Esto significa que

la curva no puede pasar y = 1, que por lo tanto es una asintota
horizontal.

Un ejemplo de un polinomio especial de tercer grado

Finalmente, un polinomio de tercer grado, que es interesante
porque tiene un maximo local y un minimo local:

y = xX3-4x°+2

Polinomio de tercer
grado y=x3—4x*+2

-10 -3 0] 5 10

_10_

Podemos leer facilmente el punto maximo local: (0, 2)

El minimo local sélo se puede leer de forma aproximada.

Maés adelante, en el calculo diferencial, veremos cOmo se pueden
calcular estos puntos con precision.
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Funciones parcialmente definidas

yA

v
X

X1 X2

Entonces la funcidn que se muestra esta en tres partes, donde cada
parte se define en un intervalo

f1(X) = ecuacion de funcion en el intervalo: ]- o ; x3[
fo(x) = ecuacion de funcién en el intervalo: [X;1 ; X2 ]
f3(x) = ecuacion de funcion en el intervalo: ]x; ; oof

Las partes también pueden tener nombres mas diferentes como f,
gy h
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Parte 3. Diferenciacion e Integracion

Introduccion

Ahora vamos a rodear el rincon agudo, pero también muy
hermoso, de las matematicas. En concreto, vamos a investigar las
cantidades que cambian, asi como también como cambian. Nos
lleva a nuevas formas de calculo. Anteriormente, pasamos de las
cuatro operaciones aritméticas basicas a las funciones
trigonomeétricas (sen, cos, tan) y los logaritmos. Ahora ampliamos
aln mas y la unica manera de entender esta nueva forma de
calculo es entendiendo las pruebas. El calculo diferencial e
integral debe entenderse mediante demostraciones.

Primero, sin embargo, un poco de filosofia e historia matematica.
Los antiguos griegos descubrieron que no todo se prueba.
Necesitamos un basico, al que llamaron axiomas, que significa
bésico. Desde lo basico en adelante, tenemos que demostrar que lo
que hacemos es correcto.

Un punto no tiene extension. ¢ Existe entonces? Si, es la respuesta,
y por tanto tenemos un axioma. Si un punto no tiene extension,
¢debe haber un numero infinito de puntos en un area? Si, este es
otro axioma. Si el area es mayor, ¢contendra aun mas puntos? Si.
¢Puede algo infinito ser mas grande que otra cosa que también es
infinita? Si.

Una recta no tiene ancho, ni tampoco una parabola, un circulo o
cualquier otra curva. Aqui tenemos una diferencia significativa
entre las matematicas y otras ciencias, por ejemplo la fisica.
Imaginese una bola esférica situada sobre un avion. En
matematicas solo hay contacto en un punto. En fisica, esto
produciria una presion superficial infinita, lo que claramente no es
asi; ningun material podria soportar eso. El hecho fisico es que
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tanto la bola redonda como el avion se volveran se deforman y
forman una superficie de contacto, no s6lo un punto, y con ello
forman una presion superficial que puede calcularse y medirse.
Los antiguos griegos probablemente no fueron los primeros en
considerar estos temas, pero sabemos que pensaron en ello.
¢Podemos hablar de la velocidad en un punto o en un determinado
momento en el tiempo? ¢Podemos hablar de la velocidad de
reaccion de una reaccion quimica en un momento determinado?

¢ O para el crecimiento bioldgico? ;Y podemos hacer calculos al
respecto?

La respuesta es si y si. Los antiguos griegos no lograron encontrar
la base matematica. No fue hasta el siglo XVII que lograron hacer
demostraciones matematicas. Sucedio casi al mismo tiempo para
el fisico Isaac Newton y el matematico Gottfried Leibnitz. Hasta
donde sabemos, no se conocian en ese momento y sus enfoques
eran diferentes. Newton necesitaba nuevas matematicas para
resolver problemas fisicos, mientras que Leibnitz era un
matematico teorico. Se trata de calcular diferencias/cambios en las
proximidades de un punto, por eso recibe el nombre: calculo
diferencial. A continuacion se dara una descripcién mas detallada
del término técnico.

Ahora haremos el largo camino de demostrar el céalculo diferencial
e integral, y veremos cuanto nos permite calcular, lo cual es
completo.

No lo demostraremos todo, pero si lo mas importante.

A veces, el calculo diferencial e integral se denomina calculo infinitesimal,
ya que calculamos partes infinitamente pequefias cuando diferenciamos y
recordamos el nimero infinito de partes infinitamente pequefias cuando
integramos.
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Calculo diferencial

La pendiente de una funcidn/curva en un sistema de coordenadas
describe el cambio de la cantidad en cuestion. Si la pendiente es
cero (una linea horizontal), no hay cambio; tenemos un valor de y
constante independientemente del valor de x.

Comencemos considerando la funcion lineal, donde la pendiente
no cambia sin importar dénde nos encontremos en la recta. En
otras palabras, la pendiente es la misma para todo x
independientemente de que haya un cambio pequefio Ax; 0 Un
cambio grande Ax»

Linea recta con la misma 4
pendiente en todas
Ay, _ Ay _

partes: —= =
Ax, Ax4q

Ayz

Todas las demas funciones tienen diferentes pendientes en
diferentes lugares, por ejemplo la parabola:
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Tangente 3

Tangente 1

Tangente 2

Parabola con tres
tangentes

-4 ) 0 2 4

Se observa que, de izquierda a derecha, la parabola que se muestra
tiene una pendiente negativa que disminuye a medida que
avanzamos hacia el vértice, pendiente cero en el vértice y luego
una pendiente positiva y creciente a medida que avanzamos hacia
la derecha.

El ojo humano es agudo, por lo que podemos trazar una tangente
en un punto de la parébola. La tangente solo toca a la parabola en
un punto. Es una tangente y podemos leer su pendiente con cierta
incertidumbre. Sin embargo, nos gustaria ser precisos: ¢podemos
encontrar la pendiente de la tangente mediante calculo?

Si podemos determinar la pendiente de la tangente, también
podemos determinar la pendiente de la curva en ese punto. Ellos
son iguales. Ah, pero un punto no tiene extension, entonces,
¢como podemos hablar de la pendiente de una curva en un punto y

cémo podemos calcularla?
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En el siguiente diagrama tenemos una parabola (podria ser
cualquier curva) con una secante que se cruza en los puntos Py y
P.

E-

Secante

Tangente

\-E;

Ay = Yfinal — Ycomienzo  UNA differencia en Yy

AX = Xfinal — Xcomienzo UNa differencia en x

Ademas, hay un triangulo azul que muestra la pendiente de la
Ay
secante —
Ax
Ahora imaginamos el punto P deslizandose hacia abajo por la
parabola. De este modo la secante se deslizara con ella y tendra

una pendiente menor al acercarse al punto Po,. Cuando casi hemos
llegado a Py, la secante casi se convierte en tangente en Po. Ax
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también se hace mas pequeno y ahora se llama 6x, mientras que
Ay se convierte en Jy.

Ahora hemos pasado de un mundo macro donde Ax y Ay son
grandes y visibles (por eso usamos la letra griega Delta maytiscula, A) a

un mundo micro donde 0x y 0y son infinitamente pequefios (por eso
usamos la letra griega pequeio delta, 3).

Mas tarde, d reemplazo a o, que es el pequeno delta moderno en
nuestro alfabeto. Asi, hemos visto esto:

e P se desliza hacia abajo por la parabola y casi coincide con Po
e Lasecante casi se vuelve tangente

e AX se convierte en dx

e Ay se convierte en dy

. A : . d
e La pendiente secante A—Z se convierte en pendiente tangente d—i

Aungue Py Py estan muy, muy cerca, no son el mismo punto. Por
lo tanto, no tenemos ningun problema con el axioma que establece
que un punto no tiene extension y, por lo tanto, en la practica,
podemos hablar de la pendiente de una funcién en un punto.

A : : . - . .
macro A—Z se llama cociente de diferencias (= fraccion de diferencia)

. d .. . . .
micro d—z se llama coeficiente diferencial (= derivada)

A . . N .
En breve: ﬁ = pendiente secante = cociente de diferencias

d : - : :

d—z = pendiente tangente = coeficiente diferencial

- : d
El siguiente paso es calcular la pendiente tangente d—z para

funciones conocidas siguiendo el mismo procedimiento que se
acaba de mencionar.
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Pruebas de calculo diferencial 1

Hay algunos meétodos. Usaremos regla-tres-pasos:

1. Calcular Ay
2. Calcular &
Ax

: : d
3. Deje que Ax vaya hacia cero para encontrar d—i

We will begin with a horizontal line, of which we already know
that the slope is 0. Thus, we expect to find a differential
coefficient of 0.

La linea horizontal

y=0>0 0 y = constante

Linea horizontal y=3

Sin pendiente a=0

1. Calcular Ay aqui: 0
2. Calcular 3—)’: aqui: 0
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: . d ]
3. Deje que Ax vaya hacia cero para encontrar d—i aqui: 0

Entonces, cuando diferenciamos una constante obtenemos 0, es
decir, pendiente =0

En otras palabras: La diferencia de una constante es 0, no cambia.
Como se esperaba.

La linea recta
Luego consideramos la linea recta, que ya sabemos que tiene la

misma pendiente (es decir, a) y, por tanto, el mismo coeficiente
diferencial en todas partes.

y = ax+b 0 f(x) = ax+b

-2 0 e '_; X+ Ar -’;- é :
il Ax:(x0+rjx)—x0
:_‘A}'=f(x0 + .jx) —f[xo]

El diagrama muestra una linea recta y un triangulo auxiliar con
una esquina en el valor de x: Xo. Mas a la derecha, el valor de x se
convierte en Xp + Ax (ya que estamos la distancia Ax mas a la

derecha).
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Los valores de y correspondientes ahora se denominan valores de
funcion: f(xo) y f(Xo + Ax)

Regla-tres-pasos

1. Calcular Ay
Ay = f(Xo + AX) - f(Xo) =>
Y con nuestros valores de x insertados en la ecuacién lineal y=ax+b
Ay = [a(Xo + AX) + b] - [axo + b] &
Ay = a'Ax

A
. Calcular =X
Ax

Ay _ alAx _

Ax Ax

. Deje que Ax vaya hacia cero para encontrar dy/dx =>

Ax se redujo de la ecuacion del punto 2, por lo que Ax no

tiene influencia en la pendiente. Se vuelve
dy _ Ay _

dx Ax
Se corresponde perfectamente con lo que ya sabemos, es

decir, que una linea recta tiene la misma pendiente en todas
partes. Aqui lo llamamaos a, en otras ocasiones podemos
Ilamarlo ¢ o k para demostrar que es una constante.

La pendiente tangente de una linea recta, que es igual al

.. . . d , - ,
coeficiente diferencial d—i de una linea recta, es igual al nUmero

(la constante) a.
El coeficiente diferencial también se llama f"(x). Entonces:

dy
dx

= f'(X) = a larazon para usar también f'(x) se explica mas adelante

© Tom Pedersen WorldMathBook cvr.44731703. Dinamarca. ISBN 978-87-975307-2-6 159




La parabola

y = ax?+bx+c s f(x) = ax?+bx+c

Regla-tres-pasos

1. Calcular Ay
Ay = f(Xo + AX) - f(Xo)
y con los valores de una parabola
Ay = (a(Xo+AX)?+ b(Xo+AX)+C) - (aXe?+bXo+C)

Ay = (a(Xo?+(AX)? + 2XoAX)+bXo+hAX+C) - (axo?+bxo+c)
Ay = axo®+ a(AX)? + 2axpAX + bXo+ bAx + ¢ - aXe bXp- C
Ay = a(Ax)?+ 2axoAX + bAx

A
2. Calcular =
Ax

Ay _ a(4x)(4x) +2a-xo-Ax + bAx _ aAX + 2aXo + b
Ax Ax
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: . d
3. Deje que Ax vaya hacia cero para encontrar d—i =>

d . .
d—i = 2ax+Db dado que xo cambia para que x describa todos los

valores de x, no solo el que llamamos Xo

La pendiente tangente de una parabola, que es igual al coeficiente
. . d . z 0 2
diferencial d—z , Se convierte asi en una ecuacion:

2= f(x) = 2ax+b

a Yy b son constantes conocidas, mientras que X es variable.

La pendiente tangente depende de X. En otras palabras: la
pendiente tangente depende de donde nos encontremos en la
parabola.

La funcidn de raiz cuadrada

y =+x omeor y = x” & f(x) = x*

4=
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Regla-tres-pasos

1. Calcular Ay
Ay = f(Xo + AX) - f(Xo)
y con los valores de una funcién de raiz cuadrada
Ay = (Xo + AX)” - Xo*

A
2. Calcular =X
Ax

_ (xg+4x)% —xy %

Ay = Ax

Numerador y denominador multiplicado por ((Xo + AX)" + X0")

((x0 + 4x)% — x¢ ) _ ((x0 + 4%) %+ %0 ™)
Ax ((xo + Ax) 72+ x4 72)

Ay =

y usamos una regla cuadrada

Ay - (x0+ 4Ax) — x¢ o

Ax-((x0 + Ax) e+ x4 %)

Ay = ax &

Ax-((xg + Ax) "2+ x*2)

1

AV =
y (X0 + A%) %2+ x
. . dy
3. Deje que Ax vaya hacia cero para encontrar = =>
d ; 1 1 :
= = f (X) = =—; = -x” Xo cambiado a X
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La pendiente tangente depende de x. En otras palabras: la
pendiente tangente depende de donde nos encontremos en la
curva.

Polinomios
y =X & f(x) = x" n también se llama a

Acabamos de ver el coeficiente diferencial de dos polinomios: la
parabola y la funcién raiz cuadrada. ;Qué pasa con los otros
polinomios (x3, x4, x23,...)?

Si simplificamos a y = x? el coeficiente diferencial sera:

d
y=x2 = — = 2x' = 2

y para la funcion de raiz cuadrada

d 1
y = )(1/2 => Y = —)('1/2
dx 2

En la préactica, estas dos funciones se diferencian "poniendo el
exponente delante como factor y dejando que el exponente baje
1". Es facil de ver en la pardbola: “2 puesto al frente y dejado caer
el exponente: 2 - 1 = 1”. Para la funcion de raiz cuadrada: “'5
puesto al frente, y el exponente se convierte en %2 - 1 = -14”.

Todos los polinomios se diferencian de la misma manera:

y = X" => e n-xmt la regla del poder

Esto no lo probaremos.

La funcion exponencial natural
y = e & f(x) = €
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=]

-2

Regla-tres-pasos

1. Calcular Ay

Ay = f(Xo + AX) - f(Xo)
y con los valores de la funcion

y = EXO+AX _ a0

A
2. Calcular =
Ax

Ay _ exo+Ax_ eXxo _ eXO eAx_l
Ax Ax

Ax

3. Deje que Ax vaya hacia cero para encontrar ==

X
En la expresion que encontramos en el punto 2, vemos que
exo0 no cambia si Ax se acerca a 0. Si
. ., edx_1
miramos la fraccion

— Y dejemos que Ax vaya hacia 0,
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e4* ira hacia 1, y, por tanto, el numerador ira hacia 0.

El denominador también iré hacia 0.

Sin embargo, no podemos ver hacia qué valor se dirige la
fraccion completa. Necesitamos mas informacion:

Esto lo obtenemos de la definicion misma de la funcion

y = e* donde:

Ax
. -1 .

Xo=0 insertadoen e© .2 es una dependiemte de 1:

Ax _ 1
=0 => 1.2 =1

Ax
Eso s6lo puede suceder si la fraccion se acerca a 1.

Ax _ )

Conjunta e© - = va hacia € -1 cuando AXxva
hacia 0 =>
dy —_— 7 — X -
= f'(x) = e Xo combiado a x

e es el nimero de Euler (el numero base del logaritmo natural) que
se conoce, mientras que X es variable.

La pendiente tangente depende de X. En otras palabras: la
pendiente tangente depende de donde nos encontremos en la

curva.

Tenga en cuenta que la pendiente tangente de la funcion e* es e

f(x) =¢€* y pendiente tangente = 3—1 = f(x) = €

Ninguna otra funcion tiene esta caracteristica.

El logaritmo natural

y = Inx 0 f(x) = Inx
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Ay

Regla-tres-pasos

1. Calcular Ay

Ay = f(xo + Ax) - (o)
y con los valores de la funcion
In (Xo+ Ax) - InXo = In (x"“‘x)

A
. Calcular =X
Ax

h1(£9ié£) h1(1+-éf)

Ay _ X0 = *o
Ax Ax Ax
, .y Ax ;
Aqui debemos separar la fraccion (x—) para ver que
0

sucede cuando dejamos que Ax vaya hacia 0. Lo hacemos
Ilamando a la fraccion k:

A—x=k & AX = kXo =>

Xo
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Ay _ In(1+k) _ 1 In(1+k)

Ax kxg Xo k

: . d
3. Deje que Ax vaya hacia cero para encontrar d—z Ahora

vemos que cuando Ax va hacia 0, k también ird hacia 0.

Esto significa que tanto el numerador como el denominador
In (1+ k : : ,
n 2% \an hacia 0, pero no podemos ver hacia qué

valor se dirige la fraccion. , entonces necesitamos mas
informacion:

Obtenemos esto recordando que la funcion In es la inversa
de la funcién ex y, por lo tanto, tiene la pendiente 1 para
Xo = 1:

Xo =1 insertado en xi L nA*0 o5 una pendiente de 1:
0

1 In (1+ k) -1

1 k

Esto solo puede suceder si la fraccion se acercaa 1.
1 In(1+k)

Conjunto — -
Xo

Xo=1 =>

va hacia xi -1 cuando k y por tanto
0
Ax van hacia 0 =>

d ; 1 .
2= f(x) = - Xo combiado a x
dx X

La pendiente tangente depende de x. En otras palabras: la
pendiente tangente depende de donde nos encontremos en la
curva.

Generalmente, otra forma de escribir el paso 3 es:

. Ay
llmﬂz ﬂ
Ax—0 dx

lim significa limas, que en latin significa limite. Por eso dice:
, . . . . A .
El valor limite del cociente de diferencias ﬁ cuando Ax tiende a 0 es el
.. . . d
coeficiente diferencial d—i
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Notaciones

Un coeficiente diferencial se puede escribir de muchas maneras.
En algunos casos es preferible una forma y en otros es preferible
otra.

El nucleo del mismo es:

ay _ - . . p .
= coeficiente diferencial = ecuacion para la pendiente tangente

y luego todas las demas notaciones:

Una funcion a menudo se llama y o y(x), o f(x), o simplemente f.
Por lo tanto, el coeficiente diferencial a menudo se denominay’, o
f(x), 0 .

Si solo usamos y o f, se entiende que sabemos cudl es el nombre de la
incognita, a menudo x. Por supuesto, la variable puede ser otra cosa, como
por ejemplo t para el tiempo, y la funcidn puede Ilamarse de cualquier otra
manera que no sea f.

En CAS a menudo tenemos %y 0 %f(x) donde también se
puede insertar la funcion/ecuacion, por ejemplo % (X3+X).
Combinados tenemos

dy _ d _d R e
D=ty = i) =y = () =

Todos expresan lo mismo, es decir, el coeficiente diferencial, es
decir, la ecuacidn de la pendiente tangente, que nos informa sobre
cdmo cambia la funcién.

En palabras

Coeficiente diferencial = la primera derivada

(como veremos mas adelante, podemos derivar una vez mas y obtener la
segunda derivada).
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Diferenciacion y las cuatro operaciones aritméticas béasicas.

Quizas tengamos una funcion por partes combinada por las cuatro
operaciones aritméticas basicas (suma, diferencia, producto,
divisién). ( Como encontramos la ecuacion para la pendiente de la
funcion, es decir, el coeficiente diferencial, en tal caso?

Aqui la funcién completa se llama y o f, mientras que las partes de
una funcion se llaman u y v, entonces se deben evitar errores.

Suma.
y(Xx) = u(x) + v(x) & 0 breve
y=u+v => se diferencia a

y=Uu+v) =u+Vv
La funcidn se diferencia parte por parte.
y=u+v

si x cambia en AX, toda la funcion y tendrd un cambio de Ay,
mientras que las partes de las funciones tendran un cambio: Au 'y
Av =>
y+tAy=(@Uu+Au)+(v+Av) &

utv+Ay=utAu+v+Av <&

Ay = Au+ Av => de macro a micro

dy =du + dv o dividido por dx

dy _ du  dv & 0

dx dx dx

y = u+Vv <:>

y=(@Uu+v)y =u+Vv por tanto, diferenciacion parte por parte
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Ejemplo

y = 3x*+Inx => y'=6X+§
Diferencia (resta).

Y(x) = U(x) - V(x) 0 breve
y=u-v => diferenciado

y =Uu-v) =u-v

La funcion se diferencia parte por parte.

La prueba es similar a la prueba de la suma, s6lo que v es menos.
Ejemplo

y=3x?-Inx => y':6x-§

Producto (multiplicacion)

y=u-v => diferenciado

y =(Uwv) =u-v+uVv que se llama férmula del producto
Prueba:

y=u-V

si x tiene un cambio de Ax, toda la funcion y tendra un cambio de
Ay, mientras que las partes de la funcion cambiaran: Au y Av =>

y+Ay=(u+Au) - (v+Av) &
uv+A@uv)=uv+uAu+Auv+Au-Av &
A(uv)=uAv+v-Au+ Au-Av =>
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dado que Au-Av es infinitesimal (ilimitadamente pequefio), la
parte puede omitirse. Entonces, cuando pasamos de macro a

micro, tenemos
d(u-v) = u-dv + v-du

d(u-v dv du
( ) = u._+v._
dx dx dx

y = (uv) = uv+vu

Ejemplo
y = 3x2-Inx =>
Divisién
y = % =>

! , ,
. (u) _uv-=v'u
y \% v?

Prueba:

u

y =3

=>  dividido por dx
=>

the product formula

, 1
y = 3x2-;+6x-lnx

diferenciado

which is called the quotient formula

si x tiene un cambio de Ax, toda la funcioén y tendra un cambio de
Ay, mientras que las partes de la funcion cambiaran: Au y Av =>

u+ Au

+ Ay = =>
y y v+ Av
u, A(E) — u+t Au o
v v v+ Av
A(u) _ u+Au u _ v(u+Au) u(v+Av) _ vu+v-Au-uv-u-Av o
v V+AV v v(v+Av) v(v+ Av) v(v + Av)

v v(v + Av)

u v-Au—u-Av . . .
A(—) = — como Vv-Av es infinitesimal tenemos
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u v-Au—u-Av .
A(;) = —— => de macro a micro

V2
.du—u-d A
d(ﬂ) = ydau—udv & Dividida por dx
v v2
d Vdu dv
. u\ _ VU
y = E(;) R
I ’ _ ‘. L, .
y = (%) = “VV# la formula del cociente
Example
_ 3% _s 6x-Inx —x71-3x2
y - In x - (lnX)Z
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Diferenciacion de funciones compuestas.

Si x tiene “roles” mas que las cuatro reglas de las operaciones
aritméticas, hablamos de una funcién compuesta.

La forma mas sencilla de diferenciar una funcion compuesta es
mediante la regla de la cadena, que derivamos

d dy-d 34

@y _ dy-du & extension por factor du
ax dx - du

&y _ dydu =

ax du - dx
dy dy du

la regla de la cadena
ax du dx

Asi dividimos la funcion en los dos “roles” que tiene x, los
diferenciamos uno por uno y los reunimos mediante
multiplicacion.

Ejemplos

1.

y = (*+1)°

aqui elegimos llamar a la funcion "interna™ u =>
y la funcion exterior y =>
oo A 2 gy = 3(x2+ 1)

Combinado

2X - 3(x2 + 1)? que se reduce a 6X-(x% + 1)?
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O brevemente:

y = (x*+1)° &
dif. interior 2X

dif. exterior 3(x? + 1)?

combinado 2X - 3(x% + 1)?

2.

y = In(x?-Xx) &
dif. Interior 2x -1

diff. exterior le_ ”

combinado —

Para obtener informacion, la regla de la cadena se puede ampliar a, por
ejemplo

E_du dv dx

lo que lo hace aun mas til. Sin embargo, no vamos mas alla.

Mas teoria

Con respecto a la notacion en algunas tablas, consideramos la
funcion compuesta una vez mas usando la regla de la cadena y
luego modificamos la notacion.
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dy _ af)  d@E®) o

dx  d(g(x) dx

, _  d d
Y = 2eoy [® -5 9X) ®

(f@()))" = () - g ()

Algunas tablas usan f y g tanto para la funcion completa como
para las partes de la funcion, como es el caso aqui.

Como vemos, la derivacion es un poco engorrosa, pero
terminamos en lo mismo: sélo tenemos que diferenciar interior y
exterior y multiplicar los dos.
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Pruebas de calculo diferencial 2

Utilizando las nuevas formulas que acabamos de lograr, ahora
podemos realizar algunas pruebas mas.

Diferenciacion de ek

y = ek 0 f(x) = ek
se diferencia como una funcion compuesta:
“interior”, que es kx dif. a Kk

"exterior”, que es la funcién e dif. a ek
. d ,
Combinado d—z = f(x) = k-e

La funcion exponencial
y = a¥ 0 f(x) = a

reordenada y = (M & y = g¥ina

y diferenciada como una funcién compuesta:

"interior”, que es X:In a dif. a In a
"exterior", que es la funcion e dif. a gxina = gx

i ay _ ¢ _
combinado = =f(x) = a~Ina

La funcion sinus
y = sinv & f(v) = sinv angulo v en grados

0]
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y = sin X & f(x) = sinx angulo v en radian

ftxo_-'jx)

f(xo)
y 05T

-054

Nuevamente usaremos la regla de los tres pasos:
Regla-tres-pasos
1. Calcular Ay
Ay = f(Xo + Ax) - f(Xo)
y con los valores de la funcion

sin (Xo + Ax) - sin Xo

A
2. Calcular =
Ax

Ay _ sin(xg + Ax) —sin xq

Ax Ax

Se puede demostrar que (no lo mostramos, solo lo usamos):
: . + . x— 3
sinx-siny = 2-cos —> - sin == => aqui
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(x0+A2x)+x0 . sin (x0+A2x)—x0

sin (Xo + Ax) -sin Xo = 2-C0S

. . Ax . Ax
sin (Xo + AX) - sin Xp = 2-C0S (xo+7)-sm7
insertada

Ax, . Ax
Ay 2-cos(x0+7)-sm7
Ax - Ax

La dividimos por 2 en numerador y denominador.

Ay _ cos (%o + %)-sin %
ax ax
2
y dividirse en dos
. Ax
SIn —

Ay _ Ax >
-2 = + =) .
2x - GOS0 +T) =

2

: : d
3. Deje que Ax vaya hacia cero para encontrar d—Z

A .
cos (xo+=)  vahacia cos g

. Ax
SIS hacia 1 ax ] .
% va nacla 1, yaque — en el circulo unitario es tanto un

2
angulo en radianes como la longitud del arco del angulo. Cuando Ax va hacia 0 (los
angulos se hacen més pequefios), el sinus del &ngulo y la longitud del arco iran
hacia el mismo valor. Vea la figura:

08

Figura asistente

06

04

02

énguloﬂrad
0 4 2

0
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Combinados iremos hacia cos Xg =>

dy

ol f'(x) = cos x Xo cambia a X

La pendiente tangente depende del angulo x (aqui en radianes). En
otras palabras: la pendiente tangente depende de dénde nos
encontremos en la curva sinus.

La funcion cosinus
y = COS X & f(x) = cos x

El sinus y el cosinus estan relacionados y uno podria reescribirse
como el otro. Aqui hay un ejemplo:

1

Ciculo unitario en 1.cua.

sin (2£ 7}(]
081

0.6

04

T
cos ( 7 —F cos X

T T T 1
0 02 04 0.6 08 1
x

El &ngulo x (aqui en radianes) estd marcado con respecto al eje X y
relacionado con el eje y. Se ve que

Cos X = sin (%—x)

Entonces, en lugar de derivar cos x , podemos derivar sin (g — X).
Lo hacemos diferenciando exterior e interior.
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2 = cos G = x)+(-1) = -cos G —x)

dx

como se ve en la figura es igual a - sen x =>
d . ]

2 = f(x) = -sinx

dx

La pendiente tangente depende del &ngulo x (aqui en radianes). En
otras palabras: la pendiente tangente depende de dénde nos
encontramos en la curva del cosinus.

La funcion tangente

y = tan X & f(x) = tanx angulo x en radianes

Usamos la definicion de tangente.

sinx

y = tanx = o5 x

y la férmula del cociente

dy _ f'(X) _ (sinx)cosx—(cosx)-sinx _ cosx-cosx—(—sinx)-sinx
dx (cosx)? (cos x)?
_ (cosx)?+ (sinx)? _ 1

2
(cosx)? B (cosx)? or 1+ (tanx)

Asi, hay dos respuestas similares expresadas de manera diferente:

1

ay _ ¢ —
dx f(X) B (cosx)?

dx

= 1+ (tanx)?
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Encuesta

Ahora hemos sentado las bases para el calculo diferencial
demostrando y derivando muchas cosas. Asi, también hemos
sentado las bases para el célculo integral, que describiremos mas
adelante.

La encuesta es:

function derivada de funcidn (diferenciacion
de funciones)

dy ”
y o f(x) - 0 f()
constante (c, k, a, 0....) 0
ax+b a
ax?+bx +c 2ax + b
1, 1 21
X% or vx ~X %
Xn n_xn-l
eX eX
1
In x - = xt
X
ekx k_ekx
a* a%-Ina
sin X COS X
COS X -sin X
tan x 1 = 1+ (tanx)?
(cosx)? B
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y = u+v => y=(@Uu+v)y =u+Vv
= u-v => "= (u-v) =Uu-Vv
y=u-v => y': (u.v)': u-v+uv

! , ,
_u - o (u) = wv-ovhu
y_v > y (v) v2
_ _ , _dy _ dy du
y = y(Uux)) => Y = T w &

dax du dx

y = f(g(x)) => y'=(flg(x)))” = F(g(x)) - g'(x)

Las dos ultimas formulas expresan lo mismo.

Ejemplos
1.

Soluciones con palabras clave. Los primeros ejemplos dan una respuesta
en notacion alternativa:

f(x) = 2x2 => f'(X) = 4X  exponenciacién
f = 2x => f=2 exponenciacion
y =2 => y =0 exponenciacion
f(x) = 2a+7 => f(x) = 0 constantes
y = 2k + 117 => Z_Z = constantes
f(x) = 2a+ 3b => ~f(x) = 0 constantes
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f(x) = 4x3 + 2 In x => f(x) = 12x2 + Zi termino por termino

a 1

y = 4x3 + a-In x => é =12x2 + a; termino por termino

— A3 - d . _qoy2.1 : :
y = 4x°+Inx => —y =12x° + - termino por termino

dx X
1
4-X3 -In x => :|.2X2 - ; termino por termino
1

4%3 - In x => 12x% - In x + 4x3 - - producto
4x3 _s 12x%Inx — 4x3.x71 ot
— = inx)? cosiente

1 1 _2
X3 => 3 X 3 exp.

11 1 1 1 N

xz(xz-4)=x-4xz => 1->4x2=1- 2X”*  terminopt.
X - 1(x+1)—x(1) _ 1 ot
x+1 - @+D? | @enz e
(e* - 2x)3 => 3(eX- 2x)? - (e* - 2) ext. - int.
6™* => 6™ -In6-(-1) ext. — int.
xe*-1 => (1-e*+xe9)-0 = (1 +x%) product
f(t) = A -sin(ot+¢) +k =>
f(t) =A-cos(ot+o)o+0 externa, interna y k a 0

2.

Ahora podemos calcular los maximos y minimos locales
(combinados llamados valores extremos), etc. en una funcién
mencionada anteriormente.
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(Una investigacion de una funcion consiste en encontrar donde
aumenta/disminuye, tiene un maximo/minimo y tal vez asintotas).

101

Polinomio de tercer
grado y=x3—-4x?+2

L}
-10 -5 0] 5 10

—-10-

Lo hacemos encontrando los lugares donde la pendiente tangente
es cero, lo que significa los lugares donde el coeficiente
diferencial es cero.

y = x3-4x2+2 =>
Y= 3x2.2.4x+0 = 0 &
dx

3x?-8x = 0 =
X(3x-8) =0 &

X1 =0y X = g e insertado en la funcion
_ _r8\3  /8\2 _ 202 _ _
yi=2y = (3)-43)+2=-2~748 =

hay valores extremos en puntos (0, 2) y (g— %)
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202

28 8
En la curva vemos que (0, 2) es un maximo local y (g' — 7) es

un minimo local y que se corresponde muy bien con una lectura.
Si CAS no esta disponible, debemos investigar la funcién antes,
entre y después de los dos valores de x para decidir si es un
minimo o un maximo. Lo hacemos por

e insercion de, por ejemplo, -1 en el coeficiente diferencial
=>
y = 3-(-1)?-8(-1) = 11 que es una pendiente positiva que
muestra que la funcion aumenta

e insercion de, por ejemplo, +1 en el coeficiente diferencial
=>
y = 3-(1)?-8(1) = -5 que es una pendiente negativa que
muestra que la funcién disminuye

e e insercion de, por ejemplo, +3 en el coeficiente diferencial
=>
y = 3-(3)?-8(3) = 3 que es una pendiente positiva que

muestra que la funcion vuelve a aumentar

o 8 202 P
Por lo tanto, (0, 2) es un maximo local y (g' — 7) es un minimo

local.

3.

Anteriormente vimos la parabola.
h(x) = -x2-3

y encontramos su vértice: T (% ,;—Z) = T (0, -3)

También podemos encontrar el vértice mediante el coeficiente
diferencial:

© Tom Pedersen WorldMathBook cvr.44731703. Dinamarca. ISBN 978-87-975307-2-6 185




En el vértice la pendiente tangente es 0 (horizontal), por lo tanto el
coeficiente diferencial es 0. Usamos esta informacion:

h"(x) = -2x=0 => Xx =0

que se inserta en la ecuacién de la parabola para encontrar el valor
dey

h(x) = -0°-3=-3 => T(0, -3)

misma respuesta.

4,

Una fabrica produce una herramienta de medicion especial que se
vende a 300 libras cada una. La ganancia es igual a los ingresos
menos los gastos.

P=1-E

El mercado no puede saturarse, por lo que | es igual al precio de
un articulo multiplicado por el niumero de articulos, x

| = precio - nUmero de vendidos (= nimero producido) = 300 - X

Los gastos se dividen en costos fijos (principalmente equipos
nuevos) y costos variables (gastos de operacion). Se estima que

E = F+V = (10000) + (11-x + x?)

11x son gastos proporcionales a la cantidad de articulos
producidos, mientras que x? eventualmente se vuelve significativo
ya que el equipo de produccion esta desgastado.

¢,Cual es el gasto por articulo producido?
¢ Cuando sera maxima la ganancia por articulo producido?
¢ Cuando la produccion sera deficitaria?

El gasto por articulo es:
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E _ 10000+11x+x?

X X

La ganancia por articulo producido es maxima cuando
E PN q .
- = f(x) es minimo, lo que ocurre cuando la pendiente, es decir,

. . ] ) E\'
el coeficiente diferencial es cero: (;) =0 =

E " (11+2x)-x-1-(10 000+11x+x2) _
() = e = 0 & CAS

X

X = 100 (o x=-100 que no se puede utilizar)

Por lo tanto, el beneficio por articulo producido es maximo para el
articulo 100.

Seguramente, la produccion da un déficit al principio, y luego,
cuando el desgaste se vuelve severo. Estos dos puntos se derivan
de la igualdad entre beneficio por articulo y gastos por articulo:
300 = = =>

X

= & CAS

X

300 =

E 10 000+11x+x2
X

x =40 y x = 249

Por lo tanto, déficit hasta que hayamos producido 40 articulos,
ganancia hasta que se produzcan 249 articulos y déficit a partir de
entonces.

Veamos una descripcién general en diagramas:
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10007 I
., E 10 000+11x +x2
Funcion: - = —
X X
E ,
— es el gasto por articulo
800 x i
E x es el nimero de elementos
x
600
¥
400
T
200 Se ve que g es minimo en
x =100 , es decir, el
beneficio por articulo es
maximo.
] T h
0 100 200 300 400
X
100000
Funciénes: |=300x EI
E=10000 + 11x + x? |I|
80000
60000
Libras ]
40000
E=elgasto |=ingreso
20000 Interseccidn alrededor de
x=40 y x=249
0 T - |

] 100 200 300 400

| x = el nimero de elementos |

Los célculos y las lecturas coinciden muy bien.
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5.

Una caida libre es lineal y con una aceleracion constante (dentro
de unos limites), si excluimos la resistencia del aire. Galilei
dedujo la siguiente ley de la naturaleza alrededor del afio 1600: Si
tenemos t para el tiempo, s para la posicion (estiramiento), v para
la velocidad y g para la aceleracién de la gravitacion, encontro la
férmula

-1 4.1
s=--9g-t

Aproximadamente 100 afios después, cuando Newton derivo el
calculo diferencial para que fuera posible calcular en “puntos”,
continud el trabajo de Galilei y comenzo por definir:

. , distanci d
La velocidad momentanea: v= —2 =2
tiempo dt

2z z . velocidad dv

y la aceleracion momentanea: a = —— = —
tiempo dt

Asi, cuando la ecuacién de la distancia se deriva una vez con
respecto al tiempo, obtenemos la velocidad, y cuando se deriva la
segunda vez con respecto al tiempo, obtenemos la aceleracion:

1 ny: /
$=3-0 t? la ecuacion de una parabola =>
d . .
vV = d—i = at la ecuacion de una linea recta =>
a=g gue es constante (igual a 9,82 m/s?)

Un diagrama t,s muestra media pardbola, donde las pendientes
tangentes muestran la velocidad. Un diagrama t,v muestra una
linea recta, donde la pendiente es la aceleracién. Un diagrama t,a
muestra una linea horizontal:
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v = velocidad

08
06
04

02

t = tiempo
t =tiempo
The above may also be written this way:
distancia ds ,
V=——=—2=219§
tiempo dt
que es una derivada de primer orden
y
d
_ velocidad _ dv _ d(d_i) _d?*s _ . ..
=———— = — =S = — =V =g
tiempo dt dt dt?

que es una derivada de segundo orden.
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6.

En el ejemplo 5, la segunda derivada significaba algo fisico, es
decir

a=s" aceleracion = distancia dif. dos veces con respecto al tiempo

En otros ejemplos, la segunda derivada simplemente significa la
pendiente tangente de la curva de la primera derivada. Esto puede
usarse en una investigacion de una funcion, como veremos aqui:
Consideremos la funcion sinus.

y=sinv v es el angulo en radianes

k3
2

Sinus func.

¢Dadnde tiene la pendiente maxima la curva sinus?

(Parece estar en m,2m,..etc., pero calculemos con precision):

Tiene que estar en el coeficiente diferencial maximo.

La ecuacion para la pendiente/coeficiente diferencial es
Yy~ = CcO0S X

que tiene un méaximo, cuando su propio coeficiente diferencial es 0:
y = -sinx =0

que es para los angulos w,2w,3x,....p-m donde p es un nimero
entero.

Corresponde con lo que creemos leer en el diagrama.
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Mas teoria
¢ Es posible seguir diferenciando un tercer, un cuarto,....tiempo?

En principio, si, si nuestra variable x (o como aqui, t) esta en una
potencia lo suficientemente alta. En el caso de la caida libre
tendriamos que diferenciar a respecto del tiempo en una tercera
diferenciacion. Eso daria 0, y luego se acabd.

Ya hemos mencionado anteriormente que una ecuacion de quinto
grado es posible en matematicas, pero dificilmente en ningdn otro
lugar. Se podrian diferenciar cinco veces, y cada vez encontramos
la pendiente de la curva, pero sin ningun otro significado. Las
matematicas son infinitas, pero nuestra parte del mundo no lo es.

Diferenciable - no diferenciable

Podemos calcular coeficientes diferenciales en “puntos” de una
curva donde tiene tangentes y afirmamos que la funcion es
derivable.

Si no podemos acercarnos al punto (aqui Py Q) en la misma curva
y desde ambos lados, la curva/funcion es discontinua y no
podemos determinar una tangente. Por tanto, tampoco podemos
calcular el cociente diferencial y la funcién no es diferenciable en
estos puntos. Algunos ejemplos:

Q

Como no podemos determinar el valor limite en los puntos P y Q,
las funciones no son diferenciablesen Py Q.
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Calculo integral

En el calculo de diferenciacion cortamos en pedazos muy
pequefios para investigar los detalles. En el calculo de integracion,
volvemos a juntar las piezas pequefias para formar un todo,
retrocediendo. Entonces, si primero diferenciamos una funcién y
luego la integramos, volveremos a la funcién original. Sin
embargo, puede haber habido una constante que desaparecio
durante la diferenciacion y, en consecuencia, sera una incognita
cuando nos integremos nuevamente.

Asi, realizamos la integracion calculando inversamente. Todas las
pruebas se realizan durante la diferenciacion, ahora "solo"
tenemos que utilizar la encuesta a la inversa.

Podemos volver de una funcion diferenciada a la funcién, es decir,
de f" af, - 0 podemos simplemente integrar una funcion, es decir,
de fa F. F se denomina funcion base (de regreso a la base).

A menudo, dentro de las Ciencias Naturales sabemos mas sobre
los detalles que sobre el conjunto. Por ejemplo, podemos observar
que algo cambia aqui y ahora, pero ¢como sera con el tiempo?
Entonces, necesitamos integracion.

Sin embargo, pasara algun tiempo antes de que podamos
solucionar problemas como estos. Primero, debemos considerar
cdmo integrarnos, que es salir por si solos.
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Encuesta:

funcién derivada funcién
(diferenciacion de funciones)
dy .
— 0 f(x) y 0 f(x)
O:
funcion funcién basica
f(x) F(X)
0 Constante  (a menudo llamada c k)
a ax
2ax + b ax? + bx
1 1 1
Ex”ﬁ X% or Vx
X" 2.4
3
n-x"1 X" 0
Xn L n+1
n+1

1
; = x! In Ix| Ixl dado que x puede ser negativa
In x X:In x - X
e e~
kx l kx
(S X e
aX L .ax
Ina
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COS X sin X

sin X - COS X
tan x -In Icos x|
Pruebas

Es necesario demostrar las dos nuevas funciones.

In x se demuestra diferenciando el resultado (producto y término
por término):

X-In X - X dif.=>  (LInx+x2)-(1) = Inx

y tan x también se demuestra por diff. del resultado (exterior,
interior):

-In Icos x| dif. => - L-(- sin X) = tan X
COosS X
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Notaciones

Escribimos una integral usando este signo: |

Una S estirada para mostrar que encontramos la suma, sumamos,
reunimos, integramos. Integrar significa reunir e integracion
significa reunir. Reunimos todas las piezas muy pequefias que
hicimos por el derivado.

Si nuestra derivada es f'(x) podemos escribir:

ay _ ¢
a—f(X) &
dy = f'(x) - dx

Ahora queremos volver al todo. Lo hacemos reuniendo todas las
piezas pequefias dy en el lado izquierdo y reuniendo todas las
piezas pequefias dx multiplicado por f'(x) en el lado derecho:

[dy = [ (%) - dx

En el lado izquierdo es simple: primero cortamos la macro y, en
micro dy, y luego los volvemos a ensamblar en y:

y = 1f(x)-dx 0 fix) = | f(x) - dx

Asi es como escribimos una integral normal, llamada integral
indeterminada, que produce la solucion completa.

Aqui debemos utilizar las reglas de célculo ya probadas de la
encuesta (y de las tablas matematicas) para calcular el lado
derecho.

Ejemplos

1.

Encontramos la derivada de la funcién.
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f(x) =x>+x+ 3 => f'(x) =2x +1+0

para observar los detalles, que son pendientes en puntos de la
curva.
Ahora volvemos al todo. Lo hacemos reuniendo, - integrando:

y = J £ (x) - dx

y = J(2x +1)dx normalmente omitimos el punto de multiplicacion =>

y = xX2+x+k

Si encontramos k, necesitamos mas informacion sobre la funcién.

En lugar de y podriamos haber escrito f(x).

2.

f(x) = x>+ x° =>
F(x) = [ f(x) dx =>
F(x) = | (x2+ x3) dx P

Fo) = S+ 2+ k

3.

Haremos algunos ejemplos mas. En realidad, podriamos
simplemente volver al Ejemplo 1 en el calculo de derivadas y
cambiar el signo de implicacion de => a <= vy asi pasar de la
diferenciacion a la integracion agregando una constante:

f(x) = 2x2+k <= f'(x) = 4x
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De todos modos, resolveremos algunos problemas mas
escribiendo las primeras respuestas de diferentes

formas/notaciones:

W = ox+3 =>
dx
y = 3x?-2x +2 =>

d _ 3 2
dxy —-2x+x—2—-2x+3x

a — Ey-6 _
— f(x) = 5x =>
f(x) = 4x™* =>
f=2 =>
fx) = 2m =>
f = eX =>
e’-ex =>
6-2x — (6-2)x =>
3
x4 =>
In x =>
l =>
X

y:
y:
y:

f(x)
f(x)

X2+ 3x +k
X3-x2+2x+k

- 3
Xx%-3xt+k = -x2-;+k

= -x*+k

8x” + k

f=2x+Kk

F(X) = 2nx+k

F=e+k

e’-eX(-1) + k

6—2x

+ k

In(672)

(x-Inx-x) +k

Inlx| + k
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Integracién y las cuatro operaciones aritméticas
basicas.

Suma

Al igual que para encontrar derivadas, podemos integrar funciones
parte por parte y sumarlas, o podemos hacer la integracion bajo el
mismo signo de integracion:

Jux) dx + | v(x) dx = [ (u(x) + v(x)) dx

Esto lo demostramos calculando la derivada sobre el conjunto del
lado izquierdo parte por parte

(Ju) dx + [ v(x) dx ) = (Jux) dx)" + (] v(x) dx)" = u(x) + v(x)
Y la derivada del conjunto del lado derecho.

( (ux) + v(x)) dx)’ = u(x) + v(X) da lo mismo (los lados
derechos son iguales).

Diferencia

Esta vez escribimos brevemente, implica que u y v son funciones
de x

Judx-Jvdx = J(u-v)dx

Esto lo demostramos calculando la derivada del todo del lado
izquierdo parte por parte

(Judx-Jvdx) = (Judx) -(Jvdx) =u-v

Y la derivada del conjunto del lado derecho.
(Ju-v)dx) = u-v da lo mismo
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Producto

Podemos multiplicar por una constante dentro o fuera de una
integral, asi podemos moverla. Esto se debe a que una constante
no cambia si pasamos de macro a micro o volvemos a macro. Es
una constante.

Para evitar confusiones, con la constante de integracion k anterior,
Ilamamos a la nueva constante c.

Jeux) dx = c-fu(x)dx

nuevamente lo demostramos por diferenciacion de todo el lado
izquierdo

(Jcu(x)dx) = c-u(x)

y por diferencia. de todo el lado derecho

(cfux)dx) = c-u(x) da lo mismo

Ejemplo

[(z+Ix)dx = [~dx+[Inxdx = (Ink)) + (x'In x - x) + K
[(Inx-117)dx = [Inxdx-[117dx = (x‘Inx -X) - (117x) + k
Jexdx = ¢fxdx = c-%-x2+k = X +k

q 0 1
Dado que c es desconocida de todos modos, podemos juntar ¢ y > enuna
nueva constante que llamamos c:

[abxdx = abfxdx = ab-%x2+k = cx?+k

nuevamente las constantes se juntan como ¢
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Integracion por sustitucion

Algunas integrales son dificiles de resolver. Por lo tanto,
mostraremos algunos métodos inteligentes que pueden ayudarnos.
La primera es la integracion por sustitucion. Como hemos visto
antes, en matematicas se permite seleccionar algunos tamafios o
partes y llamarlas de otra manera: las sustituimos. Luego
continuamos calculando con la novedad y normalmente (pero no
siempre) terminamos sustituyendo de nuevo. Es un buen método
cuando x tiene mas "roles".

Ejemplos

1.

| (4x - 2)* dx

elegimos sustituir 4x - 2. Lo llamamos t

Jt2dx  dénde  t = 4x-2

No podemos reunir dx de una manera t, por lo que dx debe

cambiar por dt. Lo hacemos por

t=4x-2 => a4 & dx = —
dx 4

que se inserta

el

w1,
- [t St

1
, ©Suna constante y se mueve “afuera”

1.y
4It dt
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Ahora podemos reunir dt de una manera t, por lo tanto, podemos
integrar

N W

tz + k;

SR
SRR

Y, la sustituimos de nuevo por x

3
(4x — 2)2 + Kk cual es la respuesta (puede reducirse)

N
SRR

La constante de integracion k; pertenece a la expresion t y cambia
de nombre a ky en la expresion x.

Y brevemente:

[ (4x - 2)% dx choice: t = 4x-2 =>
dt
=4 2=
d
dx = £
4
el =
4
1 _
St =
3
. %tz + kt =
1 2 3 _
2 3 (4x — 2)2 + K« cual es la respuesta (puede reducirse)
2.
Ix.j: dx eleccion: t = x*-3 =>
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dt

— = &
™ 2X
d
dx = =
2X
[2x . dt =
t 2x
jl . dt =
t
In It] + k¢ =
In Ix? - 31 + ky cual es la repuesta

No existen reglas para lo que podemos llamar t y debemos
prepararnos para tomar otra decision. El autor sugiere elegir “lo
mas interno” y/o “lo mas complicado”, como fue el caso en este
ejemplo.

3.
[sinx - (cosx)”dx eleccion: t = cos x =>
dt .
— = -SIn X &
dx
dt
dx = —
—Ssinx
: dt
[sinx -t — =
—Ssinx
- [ 4 dt =
2 3
-— t2 + kt =
3
2 3
"3 (cosx)z + Ky cual es la repuesta
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Integracion por partes

Se puede utilizar la integracion por partes, cuando x esta en dos
partes multiplicadas (u y v) de la funcion completa (f):

Ju-vdx = U'V—IU'V'dX U es la funcién base de u

La formula se prueba derivando el lado derecho:

U-v-JU-vdx)=U-v)-(JU v dx) = parte por parte

U -v+U-V)-(U- V) = regla del producto y * deroga

U .v=u-v

Como por integracion da el lado izquierdo. Asi demostrado.

Ejemplos
1.

[x-sinxdx = (-cos X)X - J(-cos X)-1 dx = -x-c0s X + sin X + k

Y ahora una solucién avanzada. queremos calcular

[e¥-sinxdx vy hacerlo por integracion por partes:
JeX-sinxdx = e sinx-[e*: cosx dx ecuacion 1

Aqui no llegamos a ninguna parte, pero si usamos la integracion
parcial una vez mas en la ultima parte:
JeX-cosxdx = e*-cosx-Je*- (-sinx) dx
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e insertarlo en la ecuacion 1:

JeX-sinxdx = e<-sinx-(e¥-cosx-J e (-sinx)dx) <
y recoge todas las integrales del lado izquierdo:
JeX-sinxdx+[e¥ -sinxdx = e¥-sinx-e*-cosx <&

2] sinxdx = e -sinx-e*- cosx+Kk &
. 1 .
e sinxdx = E(ex-smx—ex-cosx)+k =

1 .
3 e* (sin X - cos xX) + k cual es la repuesta.

Otros ejemplos

3.
En el capitulo de diferenciacion vimos un ejemplo con formulas
para la caida libre que tiene una aceleracion constante, g.

Ahora consideraremos todos los movimientos lineales con
aceleracion constante y las formulas correspondientes de
aceleracion, velocidad y posicién como funciones del tiempo.

Empezamos con las definiciones.

. , SR d
la velocidad momentanea: v = 20 - © o ds = v-dt
tiempo dt

locidad d
velocida ——V<:>dv=a-dt

tiempo T odt

the aceleracion momentanea. a

A partir de estas expresiones, podemos integrar el paso de
aceleracioén a velocidad y luego a posicion de esta manera:

Aceleracion a = constante =>
Velocidad dv=a-dt & [dv=]Ja-dt o
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v=aldt © v=at+k 124

v=at+ vy
Posicion ds=v-dt & [ds=]v-dt TN
s = J(at + vo) dt &

1
S= E-a-tz + Vot + Sp

La constante de integracién para la velocidad es la velocidad inicial vo

La constante de integracion para la posicion es la posicion inicial so

La formula a representa una linea horizontal en un diagrama t,a.

La férmula v representa una linea recta con pendiente a y comienza en vo en
un diagrama t,v.

La formula s genera un polinomio de segundo grado con pendiente v y
comienza en So en un diagrama t,s.

Vea también estos diagramas de las funciones con nimeros insertados: a =
05 v=1s=1

5
a = aceleracién v = velocidad

v=05t+1

t = tiempo

0 T n t=tiempo 0

s = distancia

4

3 $=025(0)° +1+1

t = tiempo
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La integral especifica

Hasta ahora, hemos considerado el retorno de una funcién
diferenciada a la funcion base. Hemos reunido los pedacitos muy,
muy pequefios para formar un todo. El término técnico para esto
es integral indeterminada, que nos da la solucion completa.

Quizas sblo nos interese una parte del todo. Por ejemplo, podemos
ignorar el pasado y centrarnos Unicamente en el futuro. Luego
usamos la integral especifica que produce una solucion
especifica/particular.

Lo escribimos asi.

y = fab f(x) - dx

Aqui se afirma que encontramos y reuniendo las partes muy
pequefias f(x)-dx desde x =a (el limite inferior) hasta x =b (el
limite superior).

Cuando hemos integrado y encontrado la funcion base F(x),
insertamos b para X y restamos a insertada para x. Lo escribimos
de esta manera.

y = fab f(x) -dx = [F(x)]Pa = F(b) - F(8) = repuesta
por ejemplo
y = f13 2x-dx = [x?]31 = 3?-12=8

Aqui hemos integrado la funcion 2x pasando del 1 al 3.

Las reglas de calculo son las mismas que para la integral
indeterminada. Sin embargo, debemos sefialar dos cosas:
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Primero, la constante de integracion k viene tanto en F(b) como en
F(a), pero como tenemos limite superior menos limite inferior,
también tenemos k menos Kk, que es cero. Por tanto, no hay k.

En segundo lugar, si integramos por sustitucion, los limites
también sustituyen. Lo haremos en un ejemplo.

Ejemplos

1.

[inx +Inx?)dx = [ (Inx +2Inx)dx = para x >0
flz (BInx)dx = 3f12 Inxdx = 3:[xInlxl —x]%1 =

superior menos inferior

3(@2IN2-2)-(1In1-1) = (6In2-6)-(-3) = 1.16

2.
f_ol xf: dx y x#V3  sustitucion, eleccion: t = x?-3 =>
dt _
= 2X &
dx = &
2X
limites cambiantes: tinerior = (-1)°-3 = -2
tsuperior = 0°-3 = -3
sustitucion de dx y limites:
[P L
-2t 2x
f__;' % dt = y tenemos una expresion t completa
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[Inltl] 3, =

Inl-3l-1n -2l =

In

N W

~ 0.406 cual es la respuesta

No necesitamos volver a sustituir una expresion x, ya que también
sustituimos los limites e insertamos las cifras.

Ahora resolvemos el mismo problema sustituyendo nuevamente una
expresion x:

0 2 -z
o ==dx eleccion:  t=x*-3 =
-1 x2-3
dt
g &
- 2X
dt
dx = —
2x

Ahora sustituiremos de x a t y también deberiamos sustituir los limites de x a
t, pero como volveremos mas adelante, simplemente llamamaos a los limites
de t algunos valores desconocidos, como a y b, mientras tanto:

y insertamos

[
a t 2x
b1 oz
J, 7-dt = una expresion t
[In1tl]?, =
[Inlx? —31]%; = volver a x con x limites

(In102 = 31) - (InI(—1)% = 3I) =
In3-In2 =

In; ~ 0.406 misma repuesta
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Un auto comienza a acelerar

\/_
at) = 1—;

donde t es el tiempo en segundos

¢Cual es la velocidad v después de 60 segundos y qué distancia esta el

automovil, distancia s, en metros?

Integramos de aceleracién a velocidad y luego a distancia:

dv

n dv = adt

vV = f;oi dt = —

10
L. (2(602))-(0) = 312 (=
vz% => ds = vdt
= e = e e -
%-(§-§(60§))-(0) ~ 744m

= funcién a insertada

3,60

Ot dt = 1—10-(2[51 0) =

cual es la velocidad

= funcién v insertada

[ -

cual es la distancia

%G

Este ejemplo se considerara mas detalladamente en el capitulo "Areas",

ejemplo 4.
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Areas

A menudo, en matematicas, despues de derivar una férmula y
desarrollar una herramienta, resulta que la herramienta puede
usarse para algo diferente.

La integral especifica también se puede utilizar como método
avanzado para encontrar areas de figuras que de otro modo serian
"Imposibles".

Consideremos esta expresion nuevamente, pero de otra manera:

A = fab f(x) - dx ahora llamado A

dx es una distancia muy pequerfia en la direccion x, mientras que f
(x) es la distancia correspondiente en la direccion f (x) (direccion
y). Multiplicacion: f(x)-dx forman un area muy pequefia. Si
juntamos todas las microareas (franjas muy pequefias) de a a b,
tenemos una macroarea visible. La altura f(x) de las tiras varia con
la funcion, vea el siguiente ejemplo en el diagrama

.

o1 2
=5 (x)7-(x)"+1
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Como dx es infinitamente pequefio, f(x) en la practica seré la
altura de la tira tanto en el medio como en los dos lados. S6lo que
aqui dx se muestra lo suficientemente amplio como para que
podamos verlo.

El area limitada por el eje x, lacurvay lasrectas x=a y x=Db
se puede calcular con precision utilizando la integral especifica.
Ejemplos

1.

El area en el diagrama es

A= [0 dx &

A = f02'55 (%x3—x2+1) dx &
- [r.1, ,4_1.3 20

A=lgxt =107 +x| o @

A =~ (4,88-521+2,5) - (0,0078 - 0,0417 + 0,5) &

A = (2,17) - (0,466) = 1,704

2.

Si estamos debajo del eje x, el valor de la funcion f(x) es negativo
y el area también seré negativa. Por lo tanto, hacemos céalculos
numeéricos si el area esta debajo del eje x. Por ejemplo, si
encontramos el area entre el eje X y la curva sinusde x=0 a
X=2m
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S1E

-054

A = fonsinx-dx+lf;nsinx-dxl &
A = (-cos - (- cos 0)) + I(- cos 2m - (- cos m))! &
A=(E)-CI)HIEL-(()) = 2+2 @
A=14

3.

Encontremos el area comun entre estas dos parabolas.

fX)=x2+2 y g(x)=-x*+4

Encontramos los limites, donde las parabolas se cruzan, es decir
f(x) = 9(x) =>
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X2+2 = -x+4 &
2x2-2 =0 &
x=-1lyx=1

Ahora podemos integrar encontrando el area bajo g y restando el
area bajo f

A= [ (-+8dx— [ (2+2Ddx @

A= [(—32% +4x) - (353 +2x)]1-1 ®
Az ((-48)-(5+2)-((3-9)-(1-2) @
Asih -
4,

Continuaremos con el ejemplo 3 del capitulo: “La integral
especifica”, con un coche acelerando:
Vt 1 2 % 1 2 2 S

Tuvimos: a=— => vy=—.Z.tz => §=—.=.-. t2
10 10 3 10 3 5

Ahora podemos encontrar la velocidad v
graficamente/numéricamente leyendo el area bajo la curva t,a. De
t=0 a t =60 segundos, el area corresponde a 31 metros por
segundo.

Y podemos encontrar la distancia s leyendo el area bajo la curva
tiv. Det=0 a t =60 segundos, se observa que el area
corresponde a 744 metros.
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Claramente, hay incertidumbres en nuestras lecturas, pero
observamos correspondencia.

1000 40 I
| s para distancia en metros | v para velocidad en metros por segundo
800
30
600 3
1 2 2
¥y 20 V==t
5 10 3 [ )
2.2 2
400 ety ey [t] 2
30 5
v
200
t para tiempo in seg. t para tiempo en seg.
0 T T T 0 T T T
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
x N

a para aceleracion
en metros por seg.?

038

06

04

02

t para tiempo en seg.

0 10 20 30 40 50 60
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Volumenes

Podemos rotar un area 2D alrededor del eje X 0 y y tener un
volumen 3D.

La formula para la rotacion alrededor del eje x deriva

y
N X
a b

Si giramos nuestra tira infinitamente delgada alrededor del eje x
tenemos un microcilindro. Un macrocilindro tiene el volumen

V=n-r?-| | para longitud
para nuestro microcilindro el volumen es
dV =n - f(x)? - dx

por integracion (reuniendo todos los microcilindros) dea a b

b _ .
Vo= m [ f(x)*dx el volumen de rotacién alrededor del eje x

Asi, el volumen se puede calcular cuando tenemos una expresion
de la funcién, que informa como varia el radio.

La formula para la rotacion alrededor del eje y deriva
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A :L ﬂ sfix)

a UA

Al girar nuestra tira infinitamente delgada alrededor del eje y,
tenemos una carcasa de cilindro con volumen

dV = altura - circunferencia - microespesor =>
dV =1f(x) - 2nx - dx =>

y cuando integramos (juntamos todas las carcasas de
microcilindros) de a a b, el volumen, calculado numericamente
(x o f(x) puede ser negativo), es

V = | 27T-fabx - f(x) dx | el volumen de rotacién alrededor del eje y

En la figura que se muestra, el volumen de rotacion se parece al
espacio debajo de las gradas de un estadio.

También podemos ver el volumen de rotacion como el area A
rotada alrededor del eje y.

Si a = 0 no habra ningn agujero en el medio.

Ejemplos

1.

Encontraremos la férmula del volumen de un cono.
Giramos un segmento de linea una vez alrededor del eje x y

tenemos un cono que yace hacia abajo.
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y segmento de linea:  f(X) = a-Xx = —-X

r
h

«—>
h segmento de linea rotado
V = nf f(x)? dx =>
V = m Oh % - x)% dx ry h son constantes <
V= (D) - M xzd =
= n-(h) J, x% dx
2 31h
v=r() 5 ¢>
h 3
2 3
h 3
V = %rz h cual es la formula para el volumen de un cono
2.

Ademas, encontremos el volumen de una esfera:
Un circulo en el centro
del sistema de coordenadas

tiene la ecuacion
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Un circulo completo s6lo puede describirse como una funcion de
parametro (consulte el capitulo sobre funciones vectoriales).
Como funcidn "ordinaria™, tenemos que hacer la ecuacion para un
semicirculo sobre el eje x.

rP=xt+y? & y=(rF-x3)* & fx) = (r?-x5)* =>

Este semicirculo se gira una vez alrededor del eje x, mientras que
los limites son -ry r.

V= [ fx)?dx =>
V= f (2 — x2)")? dx &
V = n-f_rr (r? — x?) dx partido en dos s
V=m[ r2dx - n-f x?dx resunaconstante

-r -r

1 3]

V:(n-rz[x]r-r)- (n[;x -r) e
V=@t - (e (5rt e (5r)
V=2m-13- % T-rs
V = g- m-rd cual es el volumen de una esfera
5

También podemos encontrar el volumen de rotacion entre dos
curvas. Aqui lo haremos para las dos parabolas del reciente
ejemplo 3 del capitulo anterior. Giramos alrededor del eje y:
La funcion f(x) aqui se convierte en "superior menos inferior":

(-x2+4)-(x*+2) =>
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y los limites son de 0 a 1, ya que es la mitad del area comun la que
se rotara una vez.

V = Zn-fabx-f(x) dx =>

V = 27T-f_10X~ ((—x% + 4)— (x% + 2))dx &
V = Zn-fol(—2x3 + 2x) dx &
1
VZZﬂ[—%x4+x2]o &
B 1
V-2n((—5+1)—(0)> &
V = 27‘['% &
V=n=314 cual es el volumen
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Las reglas de Guldin

Las reglas de Guldin tambiéen se basan en girar una figura
alrededor de un eje, que no se cruza. Hay dos reglas:

1. Rotacion de un segmento de curva, que representara un area.
2. Rotacion de un area, que generara un volumen.

Ejemplos

1. y
b
T R
X

A la izquierda se muestra un segmento de linea. El ancho es b. La
rotacion alrededor del eje x genera una correa plana. El area del
cinturén es

A = b - circunferencia =>
A =0Db: 2nr

Esta es la primera regla de Guldin. También es valido para
segmentos de curva donde r es el radio de rotacion del centro de
gravedad de la curva. Sin embargo, la determinacion de los
centros de gravedad no es un tema de este libro.

Si producimos una correa plana donde b =20 mMm y rmegic = 300
mm, el area promedio (a lo largo de la linea neutra) de la correa se
convierte en:

Aa\/erage = 20 ) 27-[ ¢ 300 ~ 37 700 mm
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A la derecha se muestra un circulo con radio r, que se convierte en
un anillo llamado toroide (una "rosquilla™) al girar alrededor del
eje X. El volumen del toroide se vuelve

V = A - circunferencia =>
V = Acirculo * 2R =>
V = nr?. 2nR

Esta es la segunda regla de Guldin. También es valido para areas
asimétricas, donde A calcula en consecuencia y donde R es el
radio de rotacion del centro de gravedad del area. Sin embargo, la
determinacion de los centros de gravedad no es un tema de este
libro.

Si vamos a producir juntas toricas de caucho con un radioder =3
mm y un radio de la linea central de R = 25 mm, el volumen de la
junta térica es

V = (r-3% - (2m - 25)
V = 4441 mm®

Por ejemplo, esta informacion se puede utilizar para calcular
cuanto polvo de caucho en bruto se necesita para la produccion.
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Longitud de la curva

dl dy
dx

//'a b

Usamos a Pitagoras en el pequefio triangulo rectangular
infinitesimal, donde dl es una secante de la curva:

d? = (dx)? + (dy)? y dy = f(x) - dx
que se inserta =>

(dN)2 = (dx)? + (F(x) - dx)? &

dl = /(dx)? + (f (%) - dx)2) &

dl = /(1 +f(x)2) - (dx)? &

dl = J1+F(x)? - dx =>

| = [T+ ()2 dx 0

| = fab(l + f(x)2)” dx cual es la longitud de la curvade a a b

Entonces, aqui, al igual que para areas y voliumenes, podemos
calcular con precision, siempre que la curva/figura este escrita
como una funcion.
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Ejemplo

Encontraremos la longitud de la curva de la funcion
3
f(x) = §x5 de x=0ax=2:

| = [7(1+F(0)2)" dx dénde
1
f(x) =2 x2 =
2 1 oy
f0(1+(5-x2))2dx &
2 X\, S x
Js (1+2)” dx eleccion: t = 1+7
a _ 1
dx 4
dx = 4.dt

afferar = affd] s = aas Do = 412 OH-O)

~ 224 cual es la longitud de la curva

A menudo es muy dificil calcular las longitudes de las curvas, por
lo que normalmente se aplica CAS.
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Ecuaciones diferenciales

Una ecuacion con una cantidad (y) y su coeficiente diferencial (y")
se llama ecuacion diferencial. Describe una cantidad y como
cambia, generalmente en relacion con el tiempo. Hablamos ahora
de matematicas avanzadas para utilizarlas en problemas
complicados.

Algunos términos técnicos:

Una ecuacion diferencial se resuelve mediante céalculo de integracion. Asi, al igual
que en otras integrales, tenemos una solucién indeterminada = solucion completa =
solucion general con una constante de integracién desconocida, o una solucion
especial = solucion particular donde la constante de integracion se acorta.

Una ecuacion diferencial con y” (primera derivada) se denomina ecuacion
diferencial de primer orden. Una ecuacion diferencial con y~ (segunda derivada) se
denomina ecuacion diferencial de segundo orden.

Una ecuacion diferencial con solo partes y (es decir, cony, y’,y'"...) se llama
homogénea; de lo contrario, no es homogénea.

Ecuaciones diferenciales tipicas

Deduciremos y probaremos las férmulas para resolver una
ecuacion diferencial basica y cuatro tipicas. La cuarta formula
resuelve muchas ecuaciones diferenciales. Ademas, derivaremos y
probaremos la formula para resolver un tipo especial llamado
ecuacion diferencial logistica.

La ecuacion diferencial basica es

dy
- = . =>
ax K y

que se resuelve separando las variables

Y= k- dx
y
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Aqui lo llamamaos teorema 0 y lo usamos en el ejemplo O:

Ejemplo 0

¢ Como podemos predecir la desintegracion de la materia
radiactiva con el tiempo?

Lo hacemos observando pequefios cambios que tienen lugar en el
presente y luego los integramos para obtener una imagen completa
del pasado y el futuro. Seguramente hay incertidumbre de por
medio, pero aqui te presentamos lo basico:

La actividad A de una materia radiactiva es igual a una constante
de desintegracidn k, multiplicada por el nimero de atomos
radiactivos, N, en una muestra.

A=k-N

La actividad también es igual al cambio del nimero de &tomos
radiactivos, dN, en un tiempo infinitesimal, dt.

dN . .
A = -5 Minus because the activity decreases  =>

los lados derechos son iguales

dN _
'E_k'N =

aqui separamos las variables, es decir, reunimos N a la izquierda y
t a la derecha

N~ kedt o
N

y si No es el nimero de atomos radiactivos en el momento 0
(ahora) y t es el tiempo por venir, tenemos
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fl\IIVo%sz'kf;dt¢> INN-InNg = -kt <&

N N ke

In— = -k-t & — = 7Kt s
No No

N = Ng- ekt cual es la respuesta.

En un diagrama, la curva se vera asi en principio. La curva se
cuantifica cuando/si conocemos k.

5=

N = nimero de atomos radioactivos

Ny 4+ Lectura de la vida
media: tos=0,7

t por tiempo

g5

[} T 1 T T 1
1 2 3 4 5

0
x
La curva es exponencialmente decreciente y asintdtica con respecto al primer
eje. La radiactividad nunca llega a ser cero. Por lo tanto, es bueno saber

, . P , . . N
cuando hemos alcanzado la mitad del nimero de atomos radiactivos 70 La

cantidad de tiempo correspondiente se denomina vida media, como se
muestra. De esta manera, podemos comparar la vida media de varios
materiales radiactivos. Para algunos materiales radiactivos como el platino-
178, la desintegracion es rapida y se mide en segundos, mientras que otros,
por ejemplo ciertos tipos de uranio, se desintegran a lo largo de millones de
anos.
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Mas teoria

Las cuatro ecuaciones diferenciales tipicas son:

(Tenga en cuenta que se omiten algunos signos de multiplicacion (puntos))

Equacion Solucidn de ecuacion

y +ay =0 => y =c-e¥

y +ay = b => yzg-c-e'ax

y +ay = h(x) => y = e[ h(x)-e® dx + c-e™
y +g(X)y = h(x) => y = %™ [ h(x)-e®™ dx + c-e®¥

Los teoremas 3 y 4 contienen funciones que pueden ser integrales
por si solas. Por lo tanto, podemos hacer célculos sobre
sistemas/modelos muy complicados como modelos econémicos,
modelos climaticos, etc.

Es mas facil presentar las formulas de solucion en orden inverso.

Teorema 4

y +g(X):y = h(x) ymultiplicado por e®® a cada lado =>
y €80 + g(x)-y-e%® = h(x)-e6"

Aqui utilizamos 5rmula conocida para diferenciar un producto:

(y - e80)" = y". g8( 4y . g(x)-eSX

Donde el lado derecho es igual al lado izquierdo arriba. Por lo
tanto, el lado derecho de arriba también debe ser igual al lado
izquierdo de abajo. Seguimos con este ultimo:
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(y . eG(X))' = h(X).eG(X)

e integrar en ambos lados (recordando la constante de integracion c)

(y - eG(X))' = h(X).eG(X) &

y - e6® = [h(x)-e® dx + ¢ &

y = eC® [h(x)-e®® dx + c-e X teorema 4
Teorema 3

y +ay = h(x)

Ahora g(x) es una constante a, por lo tanto, G(X) = ax que se
inserta directamente en el teorema 4

y = e® [ h(x)-e™ dx + c-e® teorema 3

Teorema 2
y +ay = b

Ahora h(x) también es igual a una constante b, que se inserta
directamente en el teorema 3

y = e®[be™dx + c-e S

y = e'ax.b.i.eax+c.e'ax

b
y= S+ c-e™ teorema 2

Teorema 1

y +ay =0
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b=0 insertado en el teorema 2

y = c-e¥ teorema 1

En algunas tablas, ay se mueve hacia el lado derecho y -a se llama
k, lo que representa:

y = ky => y = c-e teorema 1

Tenga en cuenta que escrita de esta manera, la ecuacion
diferencial en el teorema 1 es igual al teorema 0 de la ecuacion
diferencial basica, que se resolvio separando las variables (y que
se uso en el ejemplo 0). Asi, existen dos metodos de solucion:

1.
Ahora resolveremos la ecuacion diferencial del ejemplo 0 usando
el teorema 1.

N - kN & N = -k-N =>
dt

N = c-eX

cual es la solucion para la integral indeterminada.

En el ejemplo 1 teniamos

N = Ng-eX

resolviendo una integral especifica.

La diferencia es que conocemos el valor inicial de N, NO, que
utilizamos en la integral especifica. Esta informacion no la
teniamos para la integral indeterminada, por lo que aqui solo

pudimos continuar con nueva informacion. Sin embargo,
encontramos que las soluciones son en principio las mismas.
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Ademas, aqui obtenemaos la explicacion del hecho de que la
integral indeterminada produce una solucion completa, mientras
que la integral especifica produce una solucion especifica.

Seguimos con la solucién indeterminada insertando el valor inicial
de N, Ng,ent=0

t=0=> N=Np insertado =>
Nozc-e'kO:C.]_ => C:No =>
N = Ng-eX misma repuesta

2.

Una taza grande de café con una temperatura de 83°C, que se
encuentra en una habitacion con una temperatura constante de
22°C, sigue la ecuacion diferencial

T _
= k(T-22)

donde T es la temperatura en °C, t es el tiempo en minutos y k es

una constante.
Se midio que el café estaba a 65° después de 20 minutos.

¢Cual es la ecuacion para T en funcion del tiempo?

¢ Cuando esta el café a 45°?

Reordenamos la ecuacion

dT _
& = Kk (T-22) &

T ikT= k22
dt
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y encuentra que se corresponde con el teorema 2
. b
y +ay = b => y = ;+c-e‘ax

gue en nuestro caso se convierte

‘:i_IJ, k-T= k22 => T = % +ce = 22 +ce™
Encontramos c a partir de la informacion: T =83 donde t=0 =>
T =22 +ceX => 83 =22 +c-g’ =>
c=61 => T = 22+61e
Encontramos k a partir de la informacion: T =65 cuando t=20
T =22+61e => 65 = 22 +61.e%%

© 65722 _ 520k

61
& In 0.7049 = -20k
= k = 22227 - 00175  =>

T = 22 +61-e%97%t que es la funcion de enfriamiento.

Y para T =45°

45 = 22 +61.e0075 & In==22 = 00175t ©

t = 22°% — 557 minutos qual es la repuesta
—-0.0175

3.

En una cerveceria se produce agua mineral. En un recipiente a
presion, el CO; se disuelve en el agua, como se describe en esta
ecuacion diferencial
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dC

= = k(Cs-C)

dc _ - :
Donde - &S el crecimiento de la concentracion por unidad de

tiempo, k es una constante, Cs es la concentracion de saturacion y
C es la concentracién variable.

Encontraremos una expresion para la concentracién C en funcion
del tiempo (es decir, la solucién indeterminada) resolviendo la
ecuacion diferencial.

Reorganizamos para que podamos corresponder con las formulas.

dc _ dc _
il k-(Cs-C) & il k-Cs-k-C &

€ikC = kC,
dt

Encontramos correspondencia con el teorema 2.
. b
y +ay = b => y:;+c-e'ax

gue en nuestro caso se convierte

LikC = kC, => C=%% 4cel=Ci+cen
dt K

Encontramos c a partir de la informacion: C=0 cuando t=0=>
0 =Cs+c-eX0 =g c =-Cs =>

C = Cs = Cs'e_kt

Cual es la ecuacion para el crecimiento de la concentracion.

4.

Ahora resolveremos un problema dificil:
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En el lanzamiento de un cohete se midieron datos que cumplian
con la siguiente ecuacion diferencial que describe la velocidad en
funcion del tiempo (v = f(t)), valida para los primeros 14 segundo:

d 1 300 . .
2. — .v==2--981 (equacion de: www.studieportalen.dk)
dt 15—t 15—t

v es la velocidad del cohete en metros por segundo y t es el tiempo
en segundos. Al inicio:t=0y v=0

Encontraremos una expresion para la velocidad v en funcion del
tiempo, es decir, resolveremos la ecuacién diferencial.

Comparamos con el teorema 4.

y +g9(X)y = h(x) => Y en nuestro caso:
V' +g(t)-v = h(t) gue se compara con
V-—.v=->22_981 que corresponde cuando
15—t 15—t
300
ot) = - — y h(t) = ——-981  =>

por lo tanto la formula de la solucién es
v = €0 [ h(t)-e®0 dt + c-e¢®

Para continuar tenemos que calcular G(t) que es la integral de (la
funcion base para) g(t)

G(t) = I(-ﬁ)dt sustitucion, eleccion s = 15—t

- ds _ _
=2 dt_l
& dt = -ds

G(t) = [ (-)(- ds)
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G(t) = Inlsl =>

La constante de integracién no se suma porgue ya se tuvo en
cuenta cuando se derivo el teorema 4.

sustituir de nuevo
G(t) = Inl15 -t

Como sabemos que t max. es 14, 15 - t debe ser positivo, por lo
que el paréntesis numérico se convierte en un paréntesis ordinario.

G(t) = In (15- 1)

y insertamos

v = €0 [h(t)-eC® dt + c-e"S0 =>
V::emamu(jﬂl_QBD_émmndt+cemaw) ©
15—t

reducir
v = EI (300-9.81(15-1)dt + c-— =>
integrar
V = —— (300:t-147.15t + 2222 ) + co——

15—t 2 15—t
t=0=>v=0=>c¢=0 =>

_ 152.85-t + 4.905-t2
15—t

cual es la ecuacion/expresion para la velocidad

La velocidad después de 14 segundos es:

_ 152.85-14 + 4.905-142
15-14
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vV = 3101 metros por segundo o hacia 11,165 kilometros por hora

La ecuacion diferencial logistica

La ecuacion diferencial logistica describe un crecimiento limitado.
La variable (aqui y) puede alcanzar un valor maximo y no mas. La
ecuacion es

dy _ . _

- = ay(m-y) 0 y = ay(m-y)

donde m es el valor maximo. Observamos que el crecimiento % es
directamente proporcional a la distancia de y y del valor maximo.

m

1+c-e7amx

La solucion es y =

Lo cual se demuestra de una manera peculiar: Adivinamos la
solucién mencionada y controlamos si es cierta:

m

H i Te = ——— =>
Diferenciamos la solucion &

. 0-— m(c-e_amx(—am)) _ am2 (C,e—amX)
y = (1 + c-e—amx)?2 - (1 + c-e—amx)?2

que, junto con la solucion adivinada, insertamos en la ecuacion
diferencial original

y = ay(m-y) =>
2 —amx

am-(c-e ) m m

—_— - — ( - —) &

(1 + c-emamx)2 1+c-e~amx 1+c-e~amx

am?(c-e”amxy am? am? o

(1 + cremamx)2 1+c-e™@amx  (14c.e~kmx)2

am?(c-e™@MX)  am?+ amZec™3MX— am? N

(1 + C.e—mX)Z (1+C.e—amX)2
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2 —amx 2 —amx
am~=(c-e am~ec

(1+C,e—amX)2 - (1+C.e—amX)2

cual es verdad.

Por simplicidad elegimos c=1,a=5 y m=1 en laecuacion
m

y = 1+4c-e7amx

y puede dibujar esta curva

19

Curva en
principio para
crecimiento
limitado

06

En la primera mitad hay un crecimiento progresivo y en la
segunda mitad hay un crecimiento reducido. El valor de la funcién
1 (= 100%) es una asintota horizontal de la funcién; nunca
llegamos a 1.

Ejemplo 5

Los bidlogos han introducido 50 loros en una isla donde antes no
habia loros. Los biologos estiman que en la isla pueden vivir hasta
2.000 loros, y después de 24 meses habia 100 loros.

¢Cual es la funcion de crecimiento y cuanto tiempo pasara hasta
que haya 1500 loros en la isla?
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- m

y = ay(m-y) => Y = et

Aqui y = numero de loros, x ahora se llama t para el tiempo en
numero de meses, m es 2000, mientras que c y k se deben
encontrar a partir de la informacion

2000

1+c-e®

=> ¢=39

t=0 vy y=50 => 50 =
t=24 y y=100 =>

2000

100 = 1439.e—2:2000-24 =>
1 + 39 . e—a-2000-24 - 20 &
e—a200024 — 19
39
—a-2000-24 = InZ2 o
39
a = 227 — 0.000014981
— 48000

Insertada encontramos la funcién de crecimiento de los loros.

B 2000
y = 1+39.—0.00001498:2000-t

y esperamos 1500 loros después

1500 = 2000 &

1+39.e—0.00001498-2000-t

39 . @—0.00001498-2000t — 2000

1500
@—0.00001498-2000t — _1_
3-39
—0.00001498 - 2000 - t = In 0,0085 &
-4.7677

t = ~ 158 meses 0 aproximadamente 13 afios.

—0.03
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Campos en pendiente

Aqui hay una breve descripcion de un concepto bastante raro
dentro de las ecuaciones diferenciales, a saber, campos de
pendientes. Los campos de pendientes son un diagrama que ofrece
un panorama de posibles soluciones a una ecuacion diferencial.
Consideremos un ejemplo simple sin ninguna funcién constante
(comoc, k, t,...):

y =2y + 2X

Aqui podemos insertar coordenadas de puntos (X, y) que
representan la pendiente de la curva en ese mismo punto, por
ejemplo:

x,y)=(0,0=>y" =0 o (1,1)=>y =4 yasi sucesivamente.

Entonces podemos trazar una pequefia tangente (= elemento
lineal) en muchos puntos y, en consecuencia, tenemos un campo
de pendientes. Un trabajo agotador apto para CAS. Aqui se
muestra para y~ = 2y + 2X

—/
N—/ T
VN—/ T
VAN—=/ L LT
CANN—/ e
PVvANN=/T T 10
VYV NNN—=/ LT
PPV NNN=7 T
PPV v N NN=1
Ll AN ]
Tl T T T T VNSNS T ET T T
PP Ly v NIN=7 7 =] ]
PP v vNN—=7 7]
PP VN NN=7 7]
PP vy v NN—=77111
PP Pty vvN=7 7
Pty N N—/
PLT LT vy NN—/
PP iy vN—y/
T X I R B R DR N
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Si seguimos una serie de elementos lineales pequefios, tenemos
una determinada curva solucion. Existe un nimero infinito de
curvas solucion. Entonces, el campo de pendientes muestra el
numero infinito de posibles soluciones completas.

También podemos resolver la ecuacion diferencial.

y’- 2y = 2X que se corresponde con el teorema 3y tiene la solucion
= 1 2X 4 '
y=-X- > +cC-e el calculo no esta enfocado y no se muestra

y muestre este diagrama con algunos valores c (varias soluciones
especificas):

Los dos diagramas muestran lo mismo en principio:

=>

El primer diagrama se basa en la ecuacion diferencial y muestra el campo de

pendientes, lo que proporciona un panorama (algo aproximado) de las
posibles curvas de solucion.
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El otro diagrama se basa en la solucion completa y muestra algunas curvas de
solucidn precisas (soluciones especificas) para algunos valores de c. Se puede
decir que hemos extraido cinco curvas del campo de pendientes.

Por lo general, resolvemos la ecuacion diferencial para encontrar
la solucidén completa y luego insertamos valores conocidos para
encontrar ¢, y luego tenemos la solucion especifica (tal como lo
hicimos en el capitulo anterior).

Sin embargo, es posible que deseemos que una determinada curva
solucion pase por un determinado punto, por ejemplo (0, 0).
Entonces:

e miramos el campo de pendiente y encontramos que parece
posible

e inserte (0, 0) en la solucién y encuentrec = 1

e regresar y cambiar los datos (si es posible) para que c se
conviertaen 1.

Visto desde una perspectiva global, puede ser posible retroceder y
cambiar las condiciones para llegar a una solucion determinada.
También aprendemos del campo de pendientes lo importante que
es tener las condiciones adecuadas. De lo contrario, podemos
terminar teniendo una solucion incorrecta o incierta.
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Funciones de dos variables.

Hasta ahora hemos visto funciones de una variable (y depende de
x 0to...). Asi, hemos descrito la mayoria de los casos. Sin
embargo, a veces una cantidad z depende de (es funcién de) dos
variables, x e y. Si, puede haber incluso més variables, pero como
veremos, se tratan de la misma manera.

Expresiones de funciones

Si tenemos una funcion z = f(x, y) y vemos como z cambia cuando
: . d . ., 0

solo cambia x, es decir d—z, cambiamos la notacion a a—z . Se llama

X

derivada parcial.

De esta manera afirmamos que existen otras variables, pero ahora
solo nos centramos en z relacionado con x.

Diferenciamos como antes considerando y (y/u otras variables)
como constantes. Todas las reglas de calculo para la
diferenciacion son las mismas.

Ejemplo 1

z = 2X+ 3y =>

0z _ _ 0z _ —
—=2+0=2 y 3y - 0+3=3
2.

z = x2+y3 =>

9z _ 9z _ o2
ax—2x y ay—3y

© Tom Pedersen WorldMathBook cvr.44731703. Dinamarca. ISBN 978-87-975307-2-6 242




De esta manera consideramos solo una variable.

figuras 3D
Las figuras espaciales tienen ecuaciones del tipo
z =1(x,y)

Entonces, si conocemos la ecuacion de la figura y las coordenadas
(X, y) de un punto, podemos calcular la coordenada z del punto.

Ejemplo 3.
z = f(x,y) = x3-5y?

En la practica, el CAS muestra cifras complicadas como ésta. Sélo
se pueden dibujar a mano figuras simples.
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4.

La geometria de las formas en la naturaleza es complicada y
probablemente no sea posible encontrar ecuaciones utiles, por lo
que las curvas de nivel del paisaje normalmente se dibujan como
pequefias lineas/curvas a través de puntos medidos de la misma
altitud, por ejemplo, 41 metros sobre el nivel del mar. nivel.
Aqui mostramos una figura 3D con curvas de nivel vista desde
arriba:

=

)
€

Se observa que la figura es empinada en el interior, como se
muestra por pequefias distancias entre las curvas de nivel, - no
empinada en la parte superior - y nuevamente empinada en el
exterior.

La razon principal para mostrar esta figura es que ahora
consideraremos el gradiente. El gradiente es mayor en curvas de
nivel cercano.
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El gradiente

La palabra en realidad significa pendiente, pero aqui en 3D el
significado se amplia un poco. El gradiente describe tanto la
direccion como el tamarfio de la pendiente (por lo tanto, es un
vector; hablaremos mas sobre esto en la Parte 4).

] : : . o
a—z muestra la pendiente de la figura espacial en la direccion x
] . : : o

a—; muestra la pendiente de la figura espacial en la direccion y
Justo como antes.

Pero ¢que pasa con la pendiente intermedia?

Ese es el gradiente.

Consideramos la pendiente en x y la pendiente en y combinadas y
escribimos

0z
_ — (pendienteenx\ _ (dif. partialenx\ — [ ax
grad.(z) = grad.(f(x,y)) = (pendiente en y) - (dif. partial en y) - (%)
dy
que es la definicion del gradiente.

Pitagoras encuentra el tamarfio del gradiente:
. 97\ ? 97\ 2 &
lgrad.| = ((&) + (a_y) )
Por lo tanto, el tamafio por si solo es la pendiente sin

conocimiento de la direccion.

Usamos a Pitagoras porque la pendiente en la direccién x es
ortogonal a la pendiente en la direccion y.
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Esto corresponde a un vector (donde la direccion combinada se
decide por la "relacién de fuerza" de los dos coeficientes
diferenciales) y su longitud. El gradiente es un vector. Vea mas
sobre vectores en la Parte 4.

Ejemplo 1

Mostramos la funcion

z = f(xyy) = x2+y? que tiene
. 0z _

la pendiente en x ol 2X

la pendiente en'y Z—; =2y =>

el gradiente = (5;‘1) por ejemplo x=121 y y=12| da

el gradiente

lgrad.l = V42 + 42 = 5.66

(;)  conel tamafio
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Si nos arrastramos hacia el interior en la esquina derecha donde
x =121 e y =12, la pendiente es 5,66.

También podemos considerarlo de esta manera:

En la figura esta dibujada la tangente de la figura en la “esquina”
donde x =12 e y=12l.

Las lineas de ayuda muestran un paso en x: Ax =1
yunpasoeny: Ay=1

que por Pitagoras da un paso “comun” de v2

En la altura, la direccion z, leemos Az = 8

Calculamos la pendiente “comin” (= longitud de la pendiente):
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lgrad.| = ~ 5.66 misma respuesta.

ﬂl

Comparemos la pendiente al trepar por la “esquina” (que se
calcul6 como 5,66) con la pendiente si trepamos 8 metros por “el
medio”:

En el medio llegaremos al punto:

z=8,x=0,y="?

Z = X2+y? & y = 8% = 2.83

que no es visible en la figura. El punto se encuentra fuera del

cuadro gue se muestra.

el gradiente = (;;) cual para x =10l y y=12.831da

el gradiente = ) con el tamafio

(566
lgrad.l = V0% + 5.66%2 ~ 5.66

Por lo tanto, la misma pendiente, como se esperaba para esta
figura simétrica de rotacion.

El gradiente también se puede escribir con el simbolo V
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Parte 4. VVectores

Vectores 2D en el plano

Un vector describe el tamafio y la direccion y se dibuja como una
flecha (larga o corta).

Por ejemplo, puede ser el tamafio y la direccion de fuerzas fisicas
como la fuerza y direccion del viento, la fuerza y direccion de las
corrientes marinas y muchas mas, - cosas que no sélo tienen un
tamafio (como una masa o una cantidad de dinero), pero también
una direccion.

Las matematicas vectoriales son una herramienta de calculo. Por
lo tanto se permite mover un vector en el calculo, siempre y
cuando mantenga longitud y direccion. jEn matematicas!

iEn fisica y otros campos, no se puede mover un vector! No debe
alejarse del lugar de actuacion.

Vectores es una herramienta con las correspondientes reglas de
calculo disefiadas para habilitar y/o facilitar algunos célculos,
particularmente en 3D. Algunos de los métodos pueden parecer
extrafios al principio, aunque seguramente son utiles. Si gueremos
utilizar la herramienta de vectores, los hacemos nosotros mismos
y hacemos célculos con ellos de la forma que vamos a explicar.
Los vectores bidimensionales (2D) no nos permiten hacer calculos
que no podemos hacer ya, pero son necesarios en geometria 3D.
Asi, construimos el sistema en 2D y recibimos la recompensa en
3D.

Normalmente Ilamamaos a los vectores de la misma manera que a
los lados de un triangulo, por ejemplo_a’oﬁsélo que con una
pequefia flecha en la parte superior. En otros libros tal vez se
escribe a 0 AB, y finalmente se usa a 0 AB. Elegimos este ultimo.
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Podemos sumar vectores y restarlos. Podemos multiplicarlos y
dividirlos con una constante, pero no podemos multiplicarlos y
dividirlos entre si. Sin embargo, aqui se aplicaran las herramientas
especiales del producto escalar y el determinante (mas sobre esto
maés adelante).

Lo esencial

Podemos sumar vectores de dos maneras. Una forma es
poniéndolos en extension uno del otro:

w C El negro es la "resultante”, aqui:
b

a el vector suma c.

La otra es dejar que comiencen en el mismo punto y formen un
paralelogramo:

b/' El negro es la "resultante”, aqui:

C el vector suma c (el mismo que antes).
a

Para diferenciarse de escribir coordenadas para puntos (en una
fila), las coordenadas vectoriales se escriben en una columna.
Imaginamos que todos los vectores comienzan en Origo, (X,Y) =
(0, 0), de modo que las coordenadas del vector son el punto final,
la punta de flecha. Los vectores mostrados podrian ser:

— - 5 2\ _— 7
atb=c => (—3) + (2) - (—1)
También se ve que sumamos las coordenadas x por separado y

sumamos las coordenadas y por separado.
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O en letras para coordenadas desconocidas:

_ _ a b _ a-+b _ c
atb=c = (2)+ ()= (2i) = ()

Restamos un vector sumando el vector negativo/opuesto:

c -b
El negro es la resultante ¢
— —_ 5 2\ 3
a-b=c = (—3) o (2) - (—5)
O en letras para coordenadas desconocidas:

a-b=c = (2)-(2) = (25) = ()

Podemos multiplicar un vector por una constante (nimero o letra):

a — (k-a k-a — a
- (6) = (E6)  osaear (55) =k (3)
k puede ser todo (grande, pequefio, positivo, negativo) excepto 0.
Si k> 1 el vector se hace mas largo. Si k < 1 el vector se acorta;
en realidad, esto es lo mismo que dividir el vector por un namero.
Si k es negativo (k < 0) se dirigira en sentido opuesto.
En lugar de multiplicar/dividir vectores, se cred/definio el
producto escalar. A menudo se le llama producto escalar, porque
se utiliza un punto (similar a un punto de multiplicacion). La
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técnica consiste en multiplicar x por x e y por y, y terminar
sumando los dos resultados:

5 2\ _ _
(—3) ) (2) = 10+(6) = 4
Entonces comenzamos con vectores y obtenemos un nimero.

O con letras como coordenadas desconocidas:
Producto escalar: a-b = (Z;) . (22) = a;b; + &b, = un ndmero

Resulta util.

Y ahora a algo aun mas especial: el determinante de dos vectores.
Un determinante nos determina algo, pero veamos primero la
técnica de calculo:

El determinante: det(a, b) = (“1 bl) = aiby - a2b; = un nimero

a; by

Colocamos las coordenadas del vector a en la primera columna y las
coordenadas del vector b en la segunda columna. Luego multiplicamos en
forma de “cruz”: ai-b2 menos a-b: y obtenemos un nimero como
respuesta.

Entonces aqui también comenzamos con vectores y obtenemos un ndmero.

Para divertirnos calculamos el producto escalar (4 se explicaen la
pagina siguiente)

ab = (%) - (B) = -ashy+ by = aiby- by = dei(a, b)

Esto también resulta util.

Encontramos un poco mas de diversion util en este calculo:

- det(b,a) = - (2; Z;) = - (b1az - boa1) = aibz - a2by = det(a, b)
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Y ahora un viejo amigo: encontramos la longitud de un vector de
Pitagoras:

lal? = X2 +y? 0 lal? = a2 + a,? =>

aqui: lal = [5%+ (-3)7]* = 34*

Vectores especiales

Algunos vectores especiales se muestran en este diagrama:
20-

u

—~

] Unidad vector 5
\\ 4
< n a
134 i
|
nﬂ
Y

"

o

Base vectores, longitud = 1

Gy

F T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1

0]i 5 10 15 20
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En matematicas, como se menciond, imaginamos que todos los
vectores comienzan en Origo = (0, 0), por lo que la coordenada
del vector es el punto final: la punta de flecha. Aqui a se muestra
en tres lugares, pero los tres son el mismo vector y tiene las

5 - -
coordenadas (4). Para los que no empiezan en Origo (0, 0), las
coordenadas se encuentran teniendo: fin menos inicio. Para a:

(550 =06G) (17215 = ()
El &ngulo de un vector con el eje x es
v = tan’ G) paraa: v = tan? (g) ~ 38,7°

Si giramos un vector 90° positivamente (en el sentido contrario a
las agujas del reloj), obtenemos su vector transversal mostrado
con un pequeiio sombrero. Sus coordenadas estan invertidas con
un menos en la coordenada x. el vector cruzado de a es

A _ (-4
a = (5)

Se ve por un punto de ayuda P1 que también gira 90° y se
convierte en P2. El valor x de P1 de 5 se convierte en el valor y de

P2 de 5, y la distancia y de P1 al vector, que es 4, se convierte en
la distancia x de P2 al vector transversal, que es -4.

Otros vectores ortogonales a a se llaman vectores normales.
Normal aqui significa ortogonal. La posicion, direccion y longitud
de los vectores normales no son cruciales si solo el vector es
ortogonal a nuestro vector, es un vector normal. Hay un nimero
infinito de vectores normales, pero sélo un vector transversal.
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Arriba a la izquierda se muestra un vector con longitud 1. Todos
los vectores con longitud 1 se llaman vectores unitarios y
escribimos lul =1

Finalmente se muestran dos vectores unitarios especiales: i en el
eje Xy j en el eje y. Estan dibujados justo al lado del eje para que
podamos verlos. Se llaman vectores base.

En todas las matematicas necesitamos cero. En matematicas
vectoriales necesitamos un vector cero: 0. Si, por ejemplo,
restamos a de a obtenemos el vector cero:

a-a=20
Ejemplos
1.

Un vector dos veces mas largo y en direccion opuesta (-) tiene las
coordenadas:

—2- (451) = (_—180)

2.

Calculemos el producto escalar de dos vectores ortogonales, por
ejemplo un vector y su vector transversal, aqui,ay a :

(3) - () =-20+20 = 0

En letras y multiplicado por una constante, k, es valido para todos
los vectores:
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h -\ — (h k
(1) kG = (1) - (4G0) = hki+ikh = 0
Esto prueba que un vector punteado por uno de sus vectores
normales es 0.

3.

Comprobaremos si dos paredes son ortogonales. Formamos dos
vectores en las direcciones de las paredes en algunos lugares
I6gicos: un vector va desde la esquina de las paredes hasta una
ventana a 3 metros de distancia y tiene las coordenadas en
milimetros.

(5000)

el otro conduce desde la esquina de las paredes en la otra
direccion hasta una puerta a 1,76 metros de distancia y tiene las
coordenadas en milimetros

(1760

Comprobamos si el producto escalar da O:
(o) - (*75%) = 0+30000 = 30000 cuales # 0

No, las paredes no son ortogonales. Es facil ver que el error es de

10 mm.

Los dos vectores que formamos también se Ilaman vectores de direccion.
Pueden tener otras longitudes, siempre y cuando estén en la direccién
correcta.

4.
a se puede dividir en dos componentes, uno en la direccion x y

otro en la direccidn y. Esta escrito de esta manera:
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a =5i+4j = ()
Entonces si nos paramos en Origo, caminamos 5 pasos en X y 4

pasos en y, estaremos en el punto final del vector (en la punta de
flecha).

En realidad, podemos dividir un vector en las direcciones que
queramos, por ejemplo:

@=0G+0G)
Cual es la regla del deposito.

Si en cambio a se llama OP (porque va del punto O al punto P) e
introducimos un punto Q en (4, 2) tenemos:

=0Q+QP = (5)+ () = (3)
O si la encontraremos QP:

Qp=0P-0Q=(-3) = ()

Un vector que comienza en O (0, 0) y conduce a un punto conocido (por
ejemplo, P 0 Q) también se denomina vector de posicion porque conduce de
una posicion a otra.

Reglas de calculo

Hay cuatro reglas de calculo para vectores. Se parecen a las reglas
estandar de las matematicas, solo que debemos recordar que un
punto entre dos vectores no significa multiplicacion, significa
punto.

1. a-b = b-a

2. a:(b+c) = a-b+a-c

3. (ka)-b = a:(kb) = k(a-b)

4, a> = a-a = lal?
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El teorema 4 no se parece a ningln otro, asi que lo
demostraremos. El lado correcto

2 — — [(a a - 2 2 - c

a- = aa-= (a;)(a;) = atta y el lado izquierdo
lal?2 = a;® + a2 Da la misma
Angulo

La formula para el angulo, v, entre dos vectores se encuentra
usando el producto escalar o el determinante. La formula que
utiliza el producto escalar se deriva mediante la regla del cosinus:

a? + b? - 2a-b-cos C = c? => aqui:

lal? + 1bl? - 2lal-Ibl-cos v = la-bl? donde lal=a , Ibl=b, etc.
Regla 4 da lal> = a?

Regla 4 da b2 = b?

Regla4y2da la-bl? = (a-b)? = a?+b?>-2a-b

Insertado a2+ b?-2lal-lbl-cosv = a?+ b?-2a-b
Reducido CosVv = ﬁ

Cual es la formula del angulo entre dos vectores. Observe también
la figura superior del diagrama (pagina siguiente) donde se
muestra que el lado opuesto al angulo v es a-b.

Més adelante presentaremos otra formula que utiliza el determinante para
calcular el angulo entre dos vectores.
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10
b a-b
Angulo
‘.'
a -
5 -
a-b
) a ] ) 1
-10 -5 D_ b 10
x
Determinante y
Proyeccién 1 ,g' paralelogramo
= 5 -
b C b@ b
ha N al
a a

=10

Proyeccion

Ademas, en este diagrama mostramos el vector b proyectado en

angulo recto sobre el vector a. La resultante es ba y sus
coordenadas dependen de b y a, que son conocidas.

Encontramos las coordenadas del vector b, formando el vector
auxiliar ¢ azul y luego observamos que:

ba=k-a (I ba = b+c y

c-a=0 Ya que ellas son ortogonales

Luego, encontraremos k seguido de encontrar ba:
0=c-a=(ba-b)a=(ka-b)a = ka?-ab = kla’-a-b
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& Kka?-ab=0 © kla?=ab & k=22

lal2

k se inserta en (1) y produce:

_ab
ba = az @

que es la formula para las coordenadas del vector proyectado.
Su longitud se encuentra mediante el valor numérico de los
vectores:

la-bl
lal?

bal

- lal &

la-bl

Ibal

lal

que es la formula de longitud de proyeccion.

Determinante, area y angulo

Ahora veremos como utilizar el determinante:

En la parte inferior del diagrama y hacia la derecha, se muestra un
paralelogramo expandido por los vectores a 'y b. En un célculo
habitual el area es

Area = lal - |bal

Ahora tenemos dos formas de continuar:

< a-bl A
Area = lal - |bal = lal - == y dado que a y a son igualmente largas

lal

Area = [a-bl que es igual al determinante

Areaparalelogramo = |det(a, b)l

Entonces, no necesitamos saber Ibal para encontrar el area.
Podemos encontrarlo directamente a partir de los vectores (a y b)

que expanden el paralelogramo.
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También podemos encontrar el area por:
lbal = Ibl - sinv =>

Area = lal - Ibal = lal - Ibl-sinv

0 brevemente

Areapara|e|ogram0 = |a| . |b| ' Sin \Y

Dado que ambos métodos representan el area, deducimos que

det(a, b) = lal - Ibl-sinv &

det(a,b)
lal - |bl
angulo entre dos vectores.

sinv = lo que nos da otro método para encontrar el

El primer método es a través del producto escalar.

a.
COSV = al bl La que encontramos antes.

Hay mas. Nuevamente consideramos la expresion

det(a, b) = lal - Ibl-sinv

que es 0 si v es 0. Esto significa que si el determinantees 0, ay b
son paralelos:

det(a, b) = 0 & al|b

AUn hay mas. También podemos encontrar el area del triangulo

expandido por los vectores a 'y b:
1

1 1 .
Areatriang|e = E . Areapara||e|ogram = E - det(a, b) = E . |a||b| -SInvVv
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La linea recta en forma vectorial

La ecuacion de la linea recta también se puede escribir en dos
formas vectoriales. Como antes, necesitamos dos datos sobre la
linea. Debemos conocer un punto y un vector director o un punto
y un vector normal.

107

n es un vector normal
r es un vector de direccién

r se bosqueja al lado de la
linea, para que padamos verla

=5

Cada punto conocido de la linea servira. Aqui llamamos al punto
P, con las coordenadas (Xo, Yo), que determinaran la recta si
también conocemos la direccion.

La direccion se describe con un vector de direccion. Cualquier
vector de direccion servira (corto, largo, apuntando hacia adelante
0 hacia atrés, colocado en la linea 0 no) siempre que sea paralelo a
la linea.

En realidad, la direccion también puede estar determinada por un
vector normal (ortogonal a la recta). Cualquier vector normal
servira.
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Si imaginamos girar la linea, los vectores normales seguiran. Por
tanto, cada linea recta tiene su(s) propio(s) vector(es) normal(es).

Usando el vector de direccion, la linea recta se puede escribir
como una funcion vectorial, que rara vez se aplica en 2D, pero que
es la unica posibilidad en 3D (méas adelante). Esta funcién
vectorial se ve directamente en la figura: comenzando en PO, el
vector de direccion puede mover un punto (la punta de la flecha)
hacia arriba y hacia abajo en la linea multiplicando por un
parametro llamado t, que puede ser cualquier nimero.

"Parametro” es griego y aqui significa "a lo largo de lo medido".

(x) — (xo) +t (r1 cual es la funcién vectorial 2D de la recta
y Yo T2

Al utilizar el vector normal, la derivacion es mas complicada, pero
el resultado es mas util:

Observamos de la figura.
n=(3)

Si formamos un vector transversal de n, obtenemos un vector
director para la recta:

— (-b
r = (a)
que insertamos en la funcion vectorial de la recta:
x\ _ Xo -b
)= G+t
Aqui dividimos una ecuacion para la coordenada x y una ecuacion
para la coordenada y:

X = Xp +t(-b) y y = yotta
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Se trata de dos ecuaciones con dos incognitas. Aislamos en la
ecuacion y:

t = y_ay" e inserte en la ecuacion x:
X = Xo+ 722 - (-b) &
X-Xo = 222 - (-h) &
a(x - Xo) = -b(y - Yo) &

a(X - Xo) +b(y-yo) = 0

Esta es la ecuacion en forma vectorial de la linea recta. a y b son
las coordenadas de un vector normal y (Xo, Yo) €s un punto de la
recta.

Podemos continuar con la multiplicacién entre paréntesis:

ax-axo+hy-by, =0

Y si la sustituimos - axp - byy by c, tenemos:
ax+by+c =0

lo cual es mas facil en algunos casos y que a menudo se enumera
en tablas. Pronto lo usaremos de esta forma en la formula de
distancia.

Asi, tenemos dos ecuaciones para la linea recta en matematicas
"ordinarias" y dos (0 tres) ecuaciones en matematicas vectoriales.
Tenga en cuenta que a y b no significan lo mismo en los dos
sistemas.
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Linea de puntos de distancia

Las matematicas vectoriales también se pueden utilizar para
encontrar la distancia mas corta (perpendicular) d desde un punto
P hasta una linea I.

-

P("(l’-]’ll )

14 El punto P d es la distancia
I es una linea

Para la derivacion necesitamos un punto arbitrario en la recta, al
que llamamos Po(Xo, Yo), Yy un vector normal para la recta

n = (3)

Por simplicidad dibujamos el vector normal de | a P, pero se
puede utilizar cualquier vector normal.

Imaginemos un vector de Py a P (no esbozado). Si proyectamos
PoP sobre n obtenemos un vector de longitud d. Luego, aplicando
la férmula de proyeccion derivada anteriormente:

_la-bl .
Ibal = —~ aqui
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[P_.P - nl

Inl

d =

X1—Xo

y1—yo)'(g) = aXi - aXo + by1 - byo

numerador: (

Poestaen |, porlo que -axq-byy se sustituye por ¢, como antes.

y denominador: Va2 + b2

insertado en la expresion de d produce una férmula para la
distancia entre el punto y la linea (d para distancia)

d = lax{+by +cl

VaZ+ b2
X1 € Y1 son coordenadas del punto, y a, byc son de la ecuacion de
la linea recta en forma vectorial.

Ejemplos
1.

Encontremos el angulo entre las dos paredes en un ejemplo
anterior, donde los vectores de direccion eran

(30000) y (1130 en millimetros

Primero tenemos

ab
lal Ibl

numerador (,,.) - (*72°) = 0+30,000 = 30,000

10

donde

CoOSvVv =

denominador (02 + 3000%)* - (17602 + 10%)" = 5,280,085
conjunta v = cos? (m) = 89.67°
5,280,085

Lo que muestra una pequefa asimetria.
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luego en metros
&) ¥ Coor

y ahora usando
det(a,b)

sinv = ——— donde

numerador (5 g02) =0-3:176 = -5.28
denominador (0% + 3%)* . (1.760% + 0.01%)” = 5.280085
conjunta v = sin’ (ngﬁ) = (-) 89.67°

Mismo angulo que antes. Naturalmente. EI motivo del menos es el
orden de ay b, al calcular el determinante. En b antes de a, habria
sido mas. Por lo tanto, necesitamos interferir e interpretar la
respuesta: las dos formulas dan la misma respuesta. Si no es asi,
habiamos cometido un error.

2.

Nosotras proyectaremos un vector b = () en linea recta con la
ecuacion y =x+3

¢ Cuales seran las coordenadas del vector proyectado y cuanto
mide?

Usamos la férmula de proyeccion, que tiene b proyectado sobre a:

_ ab
ba = @

nuestrabes (;)
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nuestra a debemos formarla a partir de un vector director de la
- 1 -

recta. La pendiente es 1, por lo que (1) es un vector director y

ahora es nuestra a:

numerador a-b=(}) () =1+5=6

denominador a2 = ((12+1%)%)?2 = 2

Combinada con a rendimiento

ba =3 (1) =3() = )

Longitud
bl = 22

lal
numerador 6l = 6
denominador (12 + 12)% =+/2
conjunta bal = = =~ 4.24

V2

Controlando, podemos usar Pitagoras para las coordenadas de ba:

Ibal = (32+39)% = V18 ~ 4.24 misma repuesta

3.

Un paralelogramo se expande por los vectores (3) y ()

¢Cual es el area?
Areaparaielogramo = det(a, b) =>

A=(>3)=54-33=20-9=11
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y si cambiamos el orden de los vectores:

— (3 5\ _— — —
A=(;3)=33-45=9-20=-11
Aqui debemos intervenir, ya que un area sélo puede ser positiva.
Al = 11

Entonces tenemos la misma respuesta.

4.

-/ 5 3
Un triangulo se expande por los vectores (2) y (3)
¢Cual es el area?

Areayigngulo =

N |-

- det(a, b) =>

_ 1 5 3 _1 _ 11 _
A= (33)=2-(54-33) == =55
5.

F 3
Una recta pasa por el punto (6,8) y tiene un vector normal (4)
¢ Cual es la ecuacion de las rectas?

a(X - Xo) +b(y-yo) = 0 =>
3(x-6)+4(y-8) =0 &
3x-18+4y-32 = 0 N
3x+4y-50 =0 cual es la respuesta

La ecuacion en matematicas "ordinarias" sera:
y = ax+b
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donde a ahora es la pendiente y b ahora es el valor de y donde la
linea cruza el gje y!

3X+4y-50 =0 &
4y = -3x +50 &

25

3
= -=X+
y 4 2

P . 3 . . s
Por lo tanto, una linea con la pendiente - L Y con interseccion del

eje y en el punto (0, 22—5).

6.

¢Cual es la distancia entre el punto (2,1) y larecta y = - % X + 22—5 ?

Necesitamos la linea en forma vectorial, asi que la cambiamos

25

y:-%x+2 &
4y = -3x +50 &
3X+4y-50 =0

y usa la férmula de la distancia

d = lax;{+by{+cl

=>
JaZ+ b
[3:24+4:1-50|
= 3244150l =
d N
[—40l
= — &
d= 7%
d=38
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Coordenadas polares en 2D

Las coordenadas también se pueden especificar como coordenadas
polares que son: (distancia desde Origo, angulo con el gje +x),
consulte la figura:

5

P(r,©) Polares
P(x,y) Caertesianas

r = distancia

© =angulo

-2 -1 0 1 2 3 4 5
X

-2

Esto puede ser un avance en las técnicas de aviacion, etc.,
particularmente cuando nos expandamos al 3D.

En esta tabla se muestra la conversion entre coordenadas
cartesianas (ordinarias), coordenadas de vector de posicion y
coordenadas polares:

Coordenadas Longitud/distancia
Cartesian P(X,y) F= (2 + y2)¥
Pos.vector OP=r= (;) = (T959)  iri = IOPI = (x2 + y)*
Polar P(r,0) r = [(r-cos ©)? + (r-sin ©)?]”

Parece que longitud/distancia es Pitgoras en los tres casos.

En otra literatura se hace referencia a las coordenadas polares, pero se consideraran
un poco mas cuando se trate de nimeros complejos al final de este libro.
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Funciones vectoriales (curvas paramétricas) en 2D

Si consideramos una funcion que vay viene en la direccién x (por
ejemplo, una funcién circular), ya no hay un solo valor de y para
cada valor de x. Luego debemos describirla como una funcion
vectorial, y su curva en un sistema de coordenadas se llama curva
paramétrica. Introducimos un parametro, generalmente llamado t,
ya que el parametro suele ser temporal o proporcional al tiempo.
Por tanto, el parametro define donde nos encontramos en la curva.

Escribimos la funcion vectorial de esta manera.

r(t) = (x) = (f(t)) cual es la definicion de una funcion vectorial
y g®)

Una funcién vectorial en 2D puede verse como una ecuacion que
describe x como funcion de t y otra ecuacion que describe y como
funcion de t.

La funcion vectorial para una linea recta.

Consideremos un ejemplo que ya conocemos: la linea recta

(x) = (xo) +t (rl) la funcion vectorial de una recta en 2D &
y Yo 2

(x) _ (x0+t-r1)
y Yo+t
0 como dos ecuaciones

X(t) = Xo+1tn y yt) = Yo+ trz

Una linea recta no avanza ni retrocede en la direccion X, por lo
que realmente no necesitamos esta funcion vectorial, pero es un
buen ejemplo.
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La funcion vectorial de un circulo.
Conocemos la ecuacién de los circulos.
(x-a)?+(y-b)* = r?

que encontramos por Pitagoras y que nos da una imagen fija de las
coordenadas (X,y) de un punto del circulo. Pero si, por ejemplo,
conocemos a, b, y y r, y aislamos X, tenemos una ecuacion de
segundo grado con dos raices para X. Si queremos una sola raiz,
tenemos que encontrar la funcion vectorial de circulos:

Nuevamente consideramos el circulo unitario.

y cambiar los simbolos
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Ahora, Origo es el centro local de una maquina no giratoria
(inmovil) ubicada en un edificio. En relacion con el sistema de
coordenadas del edificio, nuestro Origo tiene las coordenadas
O(a,b).

El punto P (un punto pintado en el rotor) tiene la distancia r
(radio) desde el centro (O) y esta descrito por el vector de posicion
(tambien llamado vector de radio), r.

El angulo v, medido en grados, es ahora el angulo © (la letra
griega teta) medido en radianes.

En relacion con el propio sistema de coordenadas local de la
maquina, P tiene las coordenadas

P(r-cos O, r'sen O)

y la funcion vectorial con vector de posicion r se convierte en
ro) = (;) = I;Z?;g ahora © es el parametro
En relacion con el sistema de coordenadas de los edificios, r tiene

las coordenadas
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— (x\ — (a+r-cosO
re) = (y) B (b +r-sin©
que es la funcion vectorial completamente expandida del circulo

(o funcion paramétrica).

Tenga en cuenta que ahora O es la variable. La posicion r depende
del angulo (el pardmetro) O.

Diferenciacion de funciones vectoriales.

Las curvas paramétricas de funciones vectoriales tienen tangentes.
La pendiente de una tangente se encuentra derivando ya que
estamos acostumbrados a seguir las mismas reglas de calculo. La
novedad es dividir en una ecuacion para X y una ecuacion paray,
que se diferencian por separado con respecto a t. Entonces: ;como
cambia X cuando cambia t? ;Y como cambia y cuando cambia t?
Observamos esto por el coeficiente diferencial.

dx
iy = (X@OY) = [ at
r = (y'(t)) B (ﬁ)
dt
Las funciones vectoriales pueden tener tangentes verticales.

Diferenciacion de la funcién vectorial de una recta

Veamos de nuevo el ejemplo que ya conocemos, la linea recta.
Sabemos que el coeficiente diferencial dara como resultado la
pendiente constante, a. Dejanos ver:

)= Go)+t(2)
X(t) = Xo+tr y y(®)
X=0+n y y'(t)

Yo + tr2 =>

O+r, =>
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x’(t)) _ (rl) L .

(y,(t) i dque es un vector de direccion que da la pendiente:
Yy

onte = & = @ - YO _ 12

pendiente = % T Yo o n

dat

= a

Asi, cuando diferenciamos la funcion vectorial de la recta,
podemos obtener la pendiente, que normalmente llamamos a.
Entonces, se corresponde con lo que ya sabemos.

Diferenciacion de la funcion vectorial del circulo

_ [(x\ — (a+r-cosO i B
r(e) N (y) - (b +r-sin 6 Oesel parametro =>

Diferenciamos con respecto a © y obtenemos

I"(e) - (;C/) = r-FC(S)lsnee

Vemos que (a,b) desaparece (lo que corresponde al hecho de que
la posicion del circulo en el edificio seguramente no tiene
influencia en la pendiente tangente del circulo). Ademas, vemos
que r” tiene una coordenada x similar a la coordenada y de r, solo
que opuesta (menos), y que r” tiene una coordenada y similar a la
coordenada x de r. Por lo tanto, r” se gira 90° con respecto a r (lo
que corresponde con la direccion de la tangente).

Mostrado en una figura simplificada:

Ve

r
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Si diferenciamos una vez mas (el coeficiente diferencial de
segundo orden, la derivada de segundo orden) obtenemos

,r _ (x”"\ — (—r-:cosO
r(©) = (y) ~ \-rsin®
que es un vector r”” dirigido en sentido opuesto (debido al signo
negativo tanto para x como paray)ar.

Mostrado en una figura simple:

r

~

La primera derivada es tangente a la circunferencia, como se
esperaba.

La segunda derivada no tiene un significado inmediato en
matematicas, pero si en fisica, como se puede ver en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 1

Ahora la méquina gira con velocidad constante (velocidad angular
constante) y observamos el punto P (el punto pintado).
Ademas, definimos la velocidad angular constante:

angulo girado en radianes

velocidad angular constante = : =>
tiempo en segundos

0 = - & O = ot
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Como o es constante, la variable cambia de © a t, y las tres
ecuaciones son

_ (x\ _ (a+rcoswt _
r) = (y) - (b + r-sin ot =>
rt) = (x) = (T resinot dif. “externa, interna” =>
y rw-cos wt

I’”(t) = (;) = (: ;Zig?s 2,:) dif. “externa, interna”
I es la posicion

r” se llama velocidad tangencial Van

Ir’” se llama aceleracion centripeta ac

Como se observa, la aceleracion centripeta se dirige hacia el
centro del circulo, como ocurre con todos los movimientos
circulares con velocidad constante.

El movimiento circular con velocidad variable también tiene una aceleracién

centripeta dirigida hacia el centro (de lo contrario no habria movimiento
circular), que, con una aceleracion tangencial, comprende la aceleracion
completa (dos componentes).

2.

Intentemos encontrar las férmulas para el tamafio de Vi, Y ac:
Pitagoras para Vi

Vian = [(- ro-sin t)? + (ro-cos wt)?]* @

[(rz(l)z((Sil'l (Dt)z + (COS (Dt)z)]l/z o

Vian

y por la relacion base: (sin v)? + (cos v)? = 12

todo se vuelve mucho mas corto: =>
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Vian = OfF Cual es la formula para el tamafio de la velocidad tangencial

Pitagoras para ac

a = [(- ro*-cos wt)? + (- re?sin ot)?]” <
a = [(rPo*((sin ot)? + (cos ot)?)]* & relacion basica
A& = ro’ Cuél es la formula para el tamafio de la aceleracion centripeta

Puntos Dobles

Si la curva de una funcion vectorial se corta a si misma, tenemos
un punto doble. Es mas facil encontrar el punto doble dibujando la

curva en un diagrama y leyendo las coordenadas, es decir, una
solucion gréafica. Una tarea para el CAS.

La definicion de punto doble es
— — (D) = (x(t2)
r(t) = r() = ) = Gi)

Un punto doble tiene los mismos valores de x y los mismos
valores de y. La diferencia es t.

Ejemplo

Investigaremos si hay puntos dobles y encontraremos las
coordenadas en la funcion vectorial.

r® = (570) =>
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_ (ti3-t _ (t3-t
) = (000 ) = (50
En el punto doble tenemos
X1 = X2 => t13 -t = t23 -t equacic')n 1 Yy
yi =y, = t2-1 = t2-1 equacion 2
Por tanto, dos ecuaciones con dos incognitas. Si resolvemos por

CAStenemos t1=x1y tp==%1
Entonces llegamos al punto doble en t=-1y nuevamente en t=1

Las ecuaciones son dificiles de resolver manualmente, pero intentaremos:
2. t2-1 = t2-1 & t12 = t2

Al principio t1 = t> pero eso es falso, ya que las raices deben ser
diferentes. La Unica respuesta verdadera es:

1=-t

La que insertamos en la ecuacion 1

1. td-t = t2- 1t = ()P +t = -t
43-18 = -t => 2t8 = -2t <:>
2 =

que es una ecuacion de tercer grado con hasta tres raices, que se
encuentra adivinando: 0 esta bien, 1 esté bien, -1 esta bien.
Insertado en la ecuacion 2:

2. t2=0=>1=0 t=1=>1t=-1 t=-1=>tu=1

Como t1 y to deben ser diferentes, 0 no es raiz. A la izquierda estan las
raices: t1 =xlyt, = £1.

La misma respuesta que usar CAS.
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Asi llegamos al punto doble ent = -1 y nuevamente ent =1
Luego encontramos las coordenadas x e Yy del punto doble:
0
()
0
(o)

insertamos  t=1 =>r(t) = () vy r(ty)
yinsertamos t=-1 =>r(t) = (J) v r(ty)

Por tanto, un punto doble con coordenadas (X, y) = (0, 0)

Terminemos el ejemplo mostrando la curva en un diagrama:

Funcién vectorial:

(-]

054

Cumplimiento.

Las funciones vectoriales pueden tener tangentes horizontales y/o verticales

para:

horizontal: % =y (t)=0 'y vertical: Z—f =x'(t)=0

En el ejemplo:

Tangente horizontal en el punto:  y'(t)=2t=0 => t=0 => (xy)=(0,-1)

Vertical: x'(t)=3t?-1=0 => t=+0.58 => (x,y) =(0.38;-0.67) and (-0.38 ;-0.67)
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Vectores 3D en el espacio

La herramienta vectorial es muy util trabajando en 3D, en el
espacio. Aqui con el eje z (el tercer eje) fuera del plano del papel:

Sistema de coordenadas 3D con
ejes x, y, z y vectores de
direccion unitaria i, j, k

Los vectores unitarios base estan dibujados ligeramente al lado del eje, para
que podamos verlos.

El sistema de coordenadas se puede dibujar en otras posiciones,
siempre que el orden sea X, y, z en direccion positiva (en el
sentido contrario a las agujas del reloj).

La mayoria de las férmulas son las mismas que para 2D. Sélo
necesitan expandirse en la tercera coordenada que llamamaos z,
entonces es 3D. La técnica de céalculo también es la misma.
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Las diferencias son:

e El determinante no existe en 3D

e El vector transversal no se utiliza en 3D.

e Ahora se puede encontrar un vector normal a partir de una
herramienta novedosa, un poco extrana, llamada producto
cruzado o producto vectorial.

En el diagrama, mostramos un vector de posicién a en 3D en un
sistema de coordenadas.

10

Sistema de coordenadas 3D con el eje
z (tercer eje) apuntando desde el
plano del papel.

Z:_

11:.=5
5 10
X
x 9 5
a=|yv[(=|%|=] 3
z s -2

a=xi+yj+c-k
=apitajtar
=5i+2y+(-2)z

_1{}_
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También vemos una version 3D de Pitagoras, con la coordenada z
agregada. Se deriva de esta manera:

a se puede dividir en un vector de O (Origo) a P1 con la longitud
(x? + y?)” mas un vector en la direccion z de P1 a P2 con la
longitud z. Estos dos vectores son ortogonales, por lo que aplica
Pitagoras:

lal? = [(x? + y)"]? + 22 =>
lal? = (X2 +y?) + 2z &
lal? = x2 +y?+ 72 &

lal = (X* +y?+z%)*

Que también se puede escribir como raiz cuadrada, como se
muestra en el diagrama.

Distancia punto-punto

La distancia entre dos puntos Pi(X1, Y1, Z1) Y P2(X2, Y, Z2) también
se encuentra en Pitagoras.

IP1Pal = ((X2 - X1)? + (Y2 - Y1) + (22 - 21)?)”

Ejemplos
1.

5 —1
Nosotras tenemos dos vectores a = (3 ) y b= <—6>
— 7

5 -1 4
Su suma es a+b=(3>+<—6>:<—3>
-2 7 5
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s oo ()4
@6

Coordenadas x solas, solo y y solo z.

2.

Un vector dos veces (2) de largo que a en el diagrama y en
direccion opuesta (-) tiene las coordenadas

(-

3.

Calculemos el producto escalar de dos vectores 3D, por ejemplo a
y -2a

5\ /—10
a-(-2)a = (3 )-(—6) = (-50) + (-18) + (-8) = -76
—2 4

4.

a se puede dividir en tres componentes, uno en la direccién X, uno
eny, y otro en z. Lo escribimos de esta manera:

5
a = 5i+3j+(-2)k = (3)
—2
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Entonces, si nos paramos en Origo y caminamos 5 pasos en X, 3
pasos eny Yy 2 pasos en -z, estaremos en el punto final del vector
(punta de flecha).

También en 3D, podemos dividir un vector en los componentes
que queramos, por ejemplo:

()= ()

La regla del deposito.

Si en lugar de a utilizamos el nombre OP (porque lleva del punto
O al punto P) e introducimos un punto Q en (1, 0, 2), tenemos:

o -anve 3. (3) - (1)

Pasamos de O a Q y luego a P. Combinados de O a P.

O si encontraremos QP:

o or-oa=(3)-(1)+ (3)

La distancia entre dos puntos A(1, -1,8) y B(-2, 3, -3) es
IP1Pal = ((X2 - X1)* + (Y2 - Y1)* + (22 - 21)?)” =>  aqui
IABI = ((-2) - 1)* + (3 - (-1))* + ((-3) - 8))* = 12,08
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Mas teoria
El producto cruzado (el producto vectorial)

El producto cruzado de dos vectores se escribe de esta manera:

a; by dy3
axb=1[a|x|b,| =(ds; d para determinante.
s bs di2

y se calcula poniendo 3 determinantes uno encima del otro y

multiplicando en forma de “cruz” (igual que el determinante en
2D):

a, b — = = .
(az bz) = bz - ash, = dzz = unnmero para los nuevos vectores valor x
3 Y3
as b — — — .
(a3 b3) = agby - a1bs = ds1 = unnimero para los nuevos vectores valor y
1 1
a; b — — — .
(al bl) = aiby - ab; = diz = unndmero para los nuevos vectores valor z
2 Y2

Representando un nuevo vector con las coordenadas calculadas.

Es curioso, pero en cuanto al producto escalar y el determinante
2D resulta util.

Es decir, resulta que el vector transversal es ortogonal en ambos
vectores originales, aqui: a 'y b. Esto encontramos, porque los
productos escalares son cero:

a; aybs — asb,
a(aXb) = a |- a3b1_a1b3 =
as ay b, —Aazb,

(a1a2b3 - alagbz) + (a2a3b1 - azalbg) + (a3a1b2 - 3.33.2b1) =0

© Tom Pedersen WorldMathBook cvr.44731703. Dinamarca. ISBN 978-87-975307-2-6 287




el producto escalar es cero, lo que significa a y el vector
transversal (a x b) es ortogonal. Un calculo similar muestra que b
y (a x b) también son ortogonales. Por tanto, el vector transversal
es un vector normal tanto a a como a b.

axb (b x a daria el vector cruzado opuesto)

Por tanto, tenemos una herramienta para encontrar un vector
normal paraay b, lo que resulta crucial en las proximas férmulas.

El angulo entre dos vectores

Es como calcular el angulo entre dos vectores usando el producto
escalar
ab

CosvV = I Probada en 2D, también valida en 3D

Y la determinante de 2D

. det(a,b) AR
sinv = a1l Probada en 2D, solo valida en 2D

podemos encontrar el angulo usando el producto cruz en 3D

la X bl
lal - bl

sinv = para mostrar con nimeros en 3D

Parece que el determinante en 2D se ha convertido en el producto
cruzado en 3D. La prueba escrita de esta formula es muy larga. En
lugar de eso, lo mostramos con numeros en el siguiente ejemplo.
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Area

También podemos encontrar el area del paralelogramo expandido
por los dos vectores a 'y b. Sabemos por 2D:

Areapara|e|ogramo = |a| : |b| ' Sin Vv

Si comparamos esta ecuacion con la formula anterior en la forma

la X bl = lal- Ibl-sinv

encontramos el area del paralelogramo los vectores se expanden
Areaparallelogram = la X bl

y para el triangulo los vectores se expanden

x 1
Areatriang|e = E : Ia X bl

La ecuacion del plano

Un plano puede ser una pared (recta u oblicua), un piso, un
costado de un techo, etc. Necesitamos conocer la ecuacion de un
plano. Un plano es una figura 2D, pero puede tener una posicion
oblicua en un sistema de coordenadas 3D Yy, en consecuencia, debe
tener una férmula 3D. Un plano es infinito en sus dos direcciones,
pero su imagen puede ser limitada:
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R(x.07.7,)
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Coordenadas de puntos

P(x. y. z) og Py(%:04- )

=
1]
o 0y

oy

_1[}_

Debemos saber tres cosas sobre un avion, normalmente tres
puntos. Se utilizan para formar dos vectores y su vector
transversal, que luego es un vector normal del plano.

Intenta sostener un libro y coloca un lapiz ortogonalmente hacia
adelante o hacia atras (eso no importa). Imagine que el lapiz se
asienta firmemente. Si se da vuelta el libro, el lapiz lo seguira.
Entonces el vector normal "pertenece” al plano y puede usarse en
la ecuacion del plano:
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En la figura, los puntos conocidos se utilizan para formar dos
vectores PoP y PoQ. Su producto vectorial da un vector normal n.
Sabemos que dos vectores ortogonales tienen un producto escalar
deO

PoQ-n =20 =>
x_xO a
Y —Yo -<b>:0 &
Z_ZO C

a(X - Xo) +b(y -Yo) +¢(z-20) = 0

que es la ecuacion del plano, donde a, b, ¢ son las coordenadas de
un vector normal del plano y Xo, Yo, Zo SOn las coordenadas de un
punto en el plano.

Si multiplicamos entre paréntesis
ax-axo+by-byo+cz-czo = 0 =>

Como Py es un punto conocido en el plano, las coordenadas de Py
cumpliran la ecuacion del plano. Por lo tanto consideramos — axo
— byo — ¢zo como un tamario conocido llamado d. De este modo

ax+by+cz+d =0

es una version corta de la ecuacion del plano.

Distancia punto-plano

En el diagrama también se muestra un punto R con la distancia
perpendicular dist. al plano.

La formula de distancia punto-plano se deriva asi:
Formamos un vector PoR a partir de los dos puntos del diagrama
(el vector no esta bosquejado)
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X1 — Xo
PoR = | Y1 — Yo

Z1 — Zyp

que proyectamos sobre el vector normal del plano

-6

utilizando la formula de longitud de proyeccion

la-bl
|ba| = —

lal
que en nuestro caso es

IP.R - nl

dist. =
Inl

El numerador es

X1 — Xo a

| Y1 = Yo <b>| = laxy - aXp + by; - byp + cz; - ¢z |
Zl - ZO (6

Como antes la sustituimos - axo - byo - ¢czp = d =>

|ax1+by1+czl+d|

El denominador es

va? + b2 + c2 (Pitagoras)

Combinados tenemos

lax{+by i+ czq+d |

VaZ+ b2+c?
donde X, y1, z; son las coordenadas del punto, -y a, b, c,d
provienen de la version corta de la ecuacién del plano.
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Ejemplos

1.
Encuentre el &ngulo entre dos vectores y el area del paralelogramo
que expanden, cuando

)

El angulo se calcula mediante el producto escalar en

cosv = 2P
~ lallbl
1\ /-1
donde el numerador <2>-<—2> =-1-4+9 =14
3 3

y el denominador (12 + 22 + 3%)% . ((-1)> + (-2)*> + 39)* = 14
Conjunta CoOSsvVv = i &Sy = Cos-l(i) ~ 73.4°
14 14

Veamos lo mismo usando el producto cruzado

iny = Jaxbl
S " lal- Ibl
1 -1 2:-3—-3-(-2) 12
numerador (2) X (—2) = 3:-(-1)—1-3 = <—6>
3 3 1-(=2)—2-(-1) 0
12
numerador |(—6> | = (122 + (-6)> + 09)* = 180" =+/180
0

denominador (12 + 22+ 3% . ((-1)? + (-2)>+ 39)* = 14
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& v = sin‘l(“180
14

Conjunta sinv = ‘/f ) ~ 73.4°

Misma repuesta.

El area del paralelogramo que expanden los vectores, elegimos
calcularla mediante

Aredparalelogramo = la X bl => aqui

Areapara|e|ogram0 = V180 ~ 134

ya que el producto cruzado se calculd anteriormente.

Encontremos la ecuacion de un plano con un vector normal

n = <51) y un ponto Py(4, 3, -5) =>

2
a(x-Xo) +b(y-vyo)+c(z-2) =0 => aqui
-1(x-4)+5(y-3)+2(z-(-5) =0 &
-X+4+5y-15+22+10 = 0 &
-X+5y+2z-1 =0 &

X-5y-22+1 =0

que es la ecuacion de nuestro avion.

Aqgui mostramos este plano en un grafico 3D:
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La distancia desde el punto (2, 0, 3) al plano x -5y -2z2+1=0 es

dist. = laxq{+by,+ cz;+d! _ 11-24(-5)-0+(-2)-3+11 _ 3 ~0.832
' JaZt b2 ic? V22+ 02432 B

La linea recta en el espacio

Hemos visto cinco ecuaciones para la linea recta: dos en
matematicas ordinarias y tres en matematicas vectoriales 2D,
donde la tercera es una funcion vectorial que muestra una curva
paramétrica.

Cuando analizamos las posibilidades de una ecuacion de la linea
recta en 3D, solo podemos usar la funcion vectorial basada en un
punto Py en la linea y un vector de direccion conocido de la linea.
Al igual que en 2D, sélo que ahora con la coordenada z agregada.
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-5 El vector de direccidn se diduja al lado
de la linea para que podamos verlo.

_1[}_

La funcidn vectorial de la linea recta se deduce directamente de la
linea I, en el diagrama. A partir del punto Py, el vector de
direccion puede mover un punto (la punta de la flecha) hacia
arriba y hacia abajo en la linea multiplicando por un parametro,
que llamamos t (el parametro es griego y aqui significa “a lo largo
de lo medido™), y puede ser cualquier valor real. nimero:

X Xo T
(y) = | Yo |+t T2
VA ZO T‘3
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que es la funcion vectorial (funcion paramétrica) de una recta en
3D, donde Xo, Yo, Zo Son las coordenadas de un punto de la recta y t
es el parametro. ry, rp, r3 €s un vector de direccion.

Las lineas pueden ser paralelas, interseccionadas o, como en la
mayoria de los casos, lineas sesgadas.

Si hay mas de una linea, los parametros deben tener nombres
diferentes, por ejemplo t, s, etc. para cada linea.

La distancia (mas corta) entre lineas sesgadas

El diagrama también muestra la linea |, y la linea entre 1; y I, con
la distancia més corta. Solo una linea cumple esto y es ortogonal
tanto con |; como con Is.

Ambas lineas tienen un punto conocido que ahora llamamos P; y
P, (aunque no se muestra), y ambas lineas tienen un vector de
direccion conocido que Illamamos r1 y r2 (aunque no se muestra).
Si cruzamos ry y r, tenemos un vector normal n que solo se puede
situar en la recta de distancia.

Ahora formamos un vector P1P» (no mostrado) y lo proyectamos
en n usando la formula de longitud de proyeccion. Esto generara
la distancia mas corta entre las lineas:

la-bl
bd = al'T en nuestro caso =>

In 'P1P2|
(nl

diSt.('l,lz) =

donde Py es un punto en la linea I, y P, es un punto en la linea I,
mientras que n es un vector normal comin para los vectores
directores de las lineas.

© Tom Pedersen WorldMathBook cvr.44731703. Dinamarca. ISBN 978-87-975307-2-6 297




La linea de puntos de distancia (mas corta)

La distancia (d) de un punto (P) a una recta es la misma que la
distancia del punto al vector director de la recta, es decir,de Par.

101

10

Wooum o

-10-

Po es un punto conocido de la recta. Formamos un vector PoP con
el angulo v entre PoP y | (no mostrado). Entonces

d =1PoPl-sinv

sin v se encuentra a partir de la formula que hemos mostrado en
un ejemplo:

siny = 2P aqui
" lal- Ibl q
. | P, PI .
sinv = —X-0 = insertado en d
Il - (PPl
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Ir x POP|

d=1PoPI- PP

[r x PQPI
Irl

d =

que es la formula de distancia punto-linea, donde P es el punto,
es el vector de direccion de la linea y Po es un punto en la linea.

La distancia entre dos planos paralelos

Los planos son paralelos si sus vectores normales son
proporcionales, por ejemplo

X-5y-2z2+1 =0 y -2x+10y+4z = 0
donde se ve que

-2 1
10 |+ (-2)-( =5 el factor de proporcionalidad es -2
4 —2
Luego, la distancia se encuentra seleccionando un punto en un
plano y calcula la distancia al otro plano usando la férmula de
distancia punto-plano.

El &ngulo v entre dos planos

es igual al angulo entre sus vectores normales, que se puede
encontrar de dos maneras, COmo se mostro anteriormente.

Ya sea a través del producto escalar

cosy = —ifz

|n1| * |n2|
0 mediante el producto cruzado

siny = Ing X ny,l

|n1| * |n2|
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y luego terminar con la funcién inversa para aislar el angulo (aqui
Ilamado v).

El vector normal puede alejarse de cualquier lado del plano, por lo
que dependiendo del lado elegido, encontramos el &ngulo agudo
(< 90°) o el angulo obtuso (> 90°) entre los planos.

El &ngulo entre la linea y el plano

se encuentra mediante el angulo u entre el vector director de la
recta y el vector normal del plano. Como se indico anteriormente,
se puede hacer mediante el producto escalar.

rn

cosu =
Irl - Inl

0 mediante el producto cruzado

. Ir X nl
SInu =

Irl- Inl

y continda usando la funcién inversa para aislar u. Finalmente, el
angulo v entre la linea y el plano se calcula teniendo en cuenta que
n esta girado 90° con respecto al plano. Ademas, dado que n
puede estar a cualquier lado del plano, nuestra v debe encontrarse
mediante

cualquiera v=90°-u o v = u-90°

que se ve en la figura:

n Linea

Plano u

n
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Ejemplos
1.

Ahora elegimos un sistema de coordenadas local, donde xey son
horizontales y z es vertical. Esto se aplica a menudo al aire libre

en el terreno. Los topografos utilizan tanto sistemas globales (GPS) como
sistemas locales relativos a puntos fijos conocidos, como la piedra angular de
un edificio antiguo.

Encontraremos la distancia entre dos rectas y la calcularemos en
metros:

La parte inferior de un paso elevado de ferrocarril sigue una linea
recta que pasa por el punto (10, 10, 7) y tiene un vector director

2
3 | que representa esta funcion vectorial

0

X Xo a X 10 2
(y) = (Yo |+t <b> => (y) = (10]+1t|3
A Zg C Z 7 0

Se observa que la coordenada z de los vectores de direccion es 0,
por lo que la linea (aqui el paso elevado del ferrocarril) es
horizontal.
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La parte superior de una autopista sigue una linea recta que pasa

-1
por el punto (5, 6, 2) y tiene un vector director ( 5 ) que
0.2
representa esta funcion vectorial

R)- (o)) = ) (9)+(a)

Se observa que la coordenada z de los vectores de direccion no es
0, por lo que la linea (aqui la autopista) no es horizontal.

Se observa que los vectores de direccion son diferentes, por lo que
las lineas estan sesgadas y se cruzaran en algun lugar desde donde
se puede calcular la distancia mas corta

In ‘P1P2|

Inl

dist.(I,l) =

Al paso elevado del ferrocarril lo llamamos |, y a la autopista I,.
P, es el punto conocido en 11 (10, 10, 7)

P, es el punto conocido en I,: (5, 6, 2)

5—10 -5
El vector P1P, entonceses: | 6 — 10> = | -4

2—-7 -5

El vector normal comUn es

2 -1 0,6
e (3)x (5 ) = (~od)
0 0.2 13

0,6 -5
numerador | (—0.4) . (—4>| = 1-3+1.6-65 = 66.4

13 -5
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denominador  ((0,6)% + (-0.4)? + 13%)* = 13.02

66.4

—— = 5.1 metros
13.02

conjunta  dist.(l5,12) =

2.

La linea central de una autopista tiene (como en el ejemplo 1) la
funcion vectorial

)= (9)(:)

En relacion con el mismo sistema de coordenadas local, alguien
desea construir una casa con las coordenadas (301, 411, 9) de la
esquina mas cercana a la autopista. Calculemos la distancia entre
la linea central y la esquina en metros:

Ir X PoPI

d = - donde

-1 301 -5
numerador |r x PoP | = | ( 5 )x (411—6) | =

0.2 9-2

—46
| ( 66.2 ) | = ((-46)2 + 66.2% + (-1885))* =~ 1887
—1885
denominador Irl = ((-1)> + 52+ 0.2%)* = 5.103
Conjunta d = =27 = 369.8 metros
5.103

3.

Encontraremos la distancia entre dos planos paralelos.
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X-5y-22+1=0 y -2x+ 10y +4z =0

Primero controlamos que los planos sean paralelos y encontramos
que sus vectores normales son proporcionales (por un factor -2).
Entonces, son paralelos. (De lo contrario no tendria sentido
continuar).

En el primer plano elegimos un punto con x =0ey =0 el cual

. 1
insertamos y obtenemos z = 5

Del punto (0, 0,% )al otroplano -2x+ 10y +4z = 0 la

distancia es
. | ax{+by,+ cz{+d | .
dist. = — => aqui
va2+ b2+c? q
. | (=2)-04+10:0+ 4-0,5+0 | |0+04+2+0 | 2
dist. = = = ~ 0.183
J(—2)2+ 102+42 V120 V120
4,

Encontremos el angulo entre los dos planos en el ejemplo 3.
Sabemos que son paralelos, por lo que el &ngulo debe ser 0°. Esta
vez controlamos con la formula del producto escalar.

— n;-n; — .
CosvVv = m => aqul
1 —2
numerador -5 {10 ] = -2+ (-50) + (-8) = -60
-2 4
denominador (12 + (-5)2 + (-2)?)* - ((-2)* + 10* + 4%)* = 60
conjunta CosV = _6—600 = -1 => v = 180°
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Que obtengamos 0° o 180° depende de la direccion de los vectores
normales. Por tanto, una respuesta de 180° se corresponde
perfectamente con planos paralelos.

La superficie de un techo se encuentra en un plano con la ecuacion

x+0y-z =0 0 z = X+0y

La linea central de una chimenea tiene la ecuacion

X 3 0
6) - (5) (s
A 2 4

¢En qué punto la linea central de la chimenea cortara la superficie
del techo? (es decir, ¢donde se cruza la linea con el plano?).

¢ Cual es el angulo agudo entre la chimenea y el techo?

¢ Cual es el angulo del techo con respecto a la horizontal?
Necesitamos incluir la coordenada y (aunque sea 0) para mostrar
que estamos tratando con un plano. Si no lo hacemos, se podria
considerar que consideramos una linea en 2D.

Oy significa que el plano no estéa torcido con respecto al eje y. y
determina donde estamos en la longitud del techo, mientras que X
y z determinan la pendiente del techo.

Un plano es infinitamente grande, mientras que el techo del avion
tiene un tamafio limitado. Construiremos una casa de 14 metros de
largo y 12 metros de ancho. Entonces mostramos una grafica con
x en el intervalo [0;6] e y en el intervalo [0;14]. z se convertira en
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lo que representa la ecuacion del plano. Podemos resolver el
problema sin una figura, pero en el diagrama se muestra un
grafico:

Tenga en cuenta que las divisiones en el eje no son equidistantes.

Respuesta:

El punto de interseccion es donde las ecuaciones de la recta y del
plano tienen los mismos valores X, y, z. Por tanto, dos ecuaciones
con dos incognitas.

Insertamos linea en el plano:

Xx+0y-z =0 =>
esdecir 3+0t para X
y nada paray
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y 2 + 4t para z

conjunta 3-(2+4t) =0 &
1-4 =0 =g

t=-

4

A " H T 1
entonces, cuando el pardmetro t "en ejecucion™ es Z , estamos en
la interseccién. Esta t se inserta en la ecuacion lineal.

0)- g0l

Lo que produce el punto de interseccion (x, Yy, z) = (3, 6, 3) que
también se muestra en la figura con algunas lineas de ayuda.

El angulo entre la chimenea y el techo:

rn

COSU = —— => aqui
0 1
numerador (o) . ( 0 ) = -4
4 —1
denominador (49)% - (12 + (-1)D)% = 42
- _ _4_ _ _ °
conjunta cosu = —— => u =135

Debido a la direccion del vector normal, encontramos el angulo
obtuso. El angulo agudo entre la chimenea y el techo es
180° - 135° = 45°,

El angulo entre el techo y la horizontal es
vertical -45° = 90°-45° = 45°
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La esfera

La flecha muestra un radio desde el centro C hasta un punto P en
la capa esférica.

C tiene las coordenadas (a, b, ¢) y P tiene las coordenadas (X, y, z)
en un sistema de coordenadas 3D.

La distancia entre C y P es el radio, r.

La distancia entre dos puntos en 3D se derivo anteriormente como
IP1PoI? = (X2 - X1)? + (Y2 - Y1) + (22 - 21)? Pitagoras en 3D

que aqui esta

2 = (x-a)’+(y-h)?>+(z-c)? la ecuacion de la esfera

Plano de la tangente

La ecuacion de un plano tangente a un punto de la esfera se
determina formando un vector normal desde el centro al punto y
utilizandolo en la ecuacion del plano.
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Ejemplo 1
Esfera: 32 = (x-0)2+ (y-1)?+ (z-2)?
que tiene el centro en C(0,1,2) y radio r = 3

Encuentra la ecuacion del plano tangente en el punto P(0,1,5)
= (Xo, Yo, Zo) en el plano

Formamos el vector normal del plano final menos inicio
n=CP=(0-0,1-1,5-2) = (0,0,3)

insertado en la ecuacion de los planos

a(X-Xo) +b(y-vyo) tc(z-2) =0 =>
O(x-0)+0(y-1)+3(z-5 =0 &
3z-15=0 o
z=5 Cual es la ecuacion del plano tangente.
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Parte 5. Estadisticas

Muy inusualmente, la estadistica es matematica imprecisa. En el
pasado, se discutié si la materia deberia, 0 no, convertirse en un
campo dentro de las matematicas. Lo impreciso es un argumento
en contra, pero el uso de cifras y calculos es un argumento a favor.
Entonces, se decidid que la estadistica es un campo dentro de las
matematicas.

La estadistica es necesaria cuando manejamos grandes cantidades
de datos, lo que en el mundo real implicara excepciones y
falencias, imposibilitando ser precisos.

Por tanto, necesitamos conceptos como valor medio, valor medio,
dispersion, desviacion estandar y alguna herramienta para estimar
la precision de nuestros calculos. Una buena pregunta sigue
siendo: ¢ Cuantas observaciones/informacién/datos necesitamos
para hacer una estimacion?

Esto lo discutiremos brevemente y comenzaremos considerando
observaciones no agrupadas.
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Observaciones
Observaciones no agrupadas

Una bolsa de dulces contiene 30 dulces. Pesan casi lo mismo, pero
no del todo. La informacion se resume en la tabla:

Observacion. | Numero de Frecuencia, | Frecuencia | Frecuencia
Aqui peso por observaciones | f Sobre 100, | acumulada
dulce en gramos Fuera de 1 09/5 decir, en Frecugncias
0 resumidas
2.1 1 0.0333 3.3 0.0333
2.2 5 0.167 16.7 0.2
2.3 7 0.233 23.3 0.433
2.4 7 0.233 23.3 0.666
2.5 6 0.200 20.0 0.866
2.6 4 0.133 13.3 1
Total: 30 1 100 % 1

Se miden las observaciones y el nimero de observaciones,
mientras que se calculan la frecuencia y la frecuencia acumulada.
El fabricante intenta conseguir un peso medio de 2,35 gramos por
caramelo. Observamos también que 2,35 es la media de los
valores de 2,1 a 2,6 gramos:

2.1+42.2+42.3+2.4+2.5+2.6

promedio = -

= 2.35 gramo

However, the sweets are not equally dispersed between heavier or
lighter sweets. So, we have to be more precise and calculate the
mean value. The mean value is the mean of all observations and
calculated by saying: observation multiplied by frequency, plus
the next, etc. - all of it divided by the total number of sweets:

2.1-1+2.2-5+2.3-7+2.4-7+2.5:-6+2.6:4 _
. = 2.38 gramo
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valor medio =




O diciendo: observacién multiplicada por frecuencia mas la
siguiente, etc.:

valor medio =
2.1.0.333+2.2:0.167+2.3-0.233+2.4:0.233+2.5:0.2+2.6-0.133 =
2.38 gramo

Asi, el consumidor obtiene un poco mas por su dinero.

Cuartiles, es la division del nimero de puntos de datos en cuatro
partes o cuartos. El primer cuartil es igual o mayor que el 25 % de
los datos, lo que se puede leer en la columna “Frecuencia
acumulada”. El segundo cuartil (también llamado mediana) es >
50 % de los datos. El tercer cuartil es > 75 % de los datos vy,
finalmente, el cuarto cuartil comprende todos los datos, el 100 %,
de toda la serie de observaciones. Los cuartiles también pueden
denominarse percentiles.

Un conjunto de cuartiles consta del primero, segundo y tercer
cuartil. Para nuestros dulces es: [2.3 ; 2.4; 2.5].

Obtenemos una buena descripcion general haciendo un grafico de
cuadros:

observacion mas pequefia - 1.cuartil - 2.cuartil - 3.cuartil - observacion mas grande
Aqui: 2.1 - 23 - 24 - 25 - 2.6

Y el grafico de cuadros:

= s

2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 2.6
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O una tabla de palos:

109

Numeréd

8- Tabla de palos

T T J
0 1 2 k1

Observacion

Observaciones agrupadas

En una produccion de rodamientos de bolas se fabrican esferas con un
didmetro de 5,00 milimetros. Algunos son un poco mas grandes y otros son
un poco mas pequefios. Esto se compensa utilizando esferas pequefias con
anillos gruesos, y las esferas mas grandes se utilizan con anillos mas finos.
De esta forma no se desperdicia nada y los rodamientos de bolas tendran la
dimension requerida. Reunimos las esferas en grupos de la siguiente manera:

Observacién. | Numero de Frecuencia, | Frecuencia | Frecuencia
Aquf diametro observaciones | f Sobre 100, acumulada
Fuera de 1 esdecir,en | Frecuencias
% resumidas
[4.80;4.85] |1 0.01 1 0.01
14.85;4.90] |5 0.05 5 0.06
14.90 ;4.95] |21 0.21 21 0.27
14.95;5.00] |33 0.33 33 0.6
15.00; 5.05] |31 0.31 31 0.91
15.05;5.10] |9 0.09 9 1
Total 100 1 100% |1
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Al calcular el valor medio utilizamos el diametro en el medio del
intervalo, es decir, 4,825 mm, 4,875 mm, etc. Por lo tanto, el
calculo es algo impreciso, pero se acepta:

valor medio =
4.825-0.01+4.875-0.05+4.925-0.21+4.975-0.33+5.025-0.31+5.075-0.09 =
4.983 mm.

La planta de produccion esta funcionando bien, aunque es posible
que se le realicen ajustes finos.

Seria demasiado tosco leer el conjunto de cuartiles de la tabla.

Es posible dibujar un grafico de cajas o de barras, pero es mejor
dibujar una curva suma en un diagrama:

Frecuencia en %
1001 —

Curva suma

80
Tercera cua.

60

Mediana, 2.cua.

40

Primer cuartil

204

T T T T J
417 48 49 50 51 52

En el primer eje estan las observaciones de la tabla.
En el segundo eje estan las frecuencias acumuladas de la tabla.

Ahora podemos tener una lectura méas fina del conjunto de

cuartiles de la curva suma: Pasamos del 25%, 50%, 75%
© Tom Pedersen WorldMathBook cvr.44731703. Dinamarca. ISBN 978-87-975307-2-6 314




horizontalmente a la curva y verticalmente al primer eje para leer
el conjunto de cuartiles: [1.qua. ; 2. qua. ; 3.qua.] = [4,94; 4.976;
5.01]

Dado que es una lectura, sera inexacta (con cierta incertidumbre).

Cuantos mas datos tengamos y mas intervalos definamos, mas fina
y suave serd la curva suma.

Finalmente, mostraremos el histograma, que es un diagrama de
columnas especial que muestra el historial de las mediciones, de
modo que el area de cada columna se corresponde con la
frecuencia del intervalo.

A continuacion mostramos la produccion de rodamientos de bolas
con los datos de la tabla:

Esferas con rodamientos de bolas
Histograma

700

600

500

400

300

200

100

1

4,80 ; 4,85 4,85;4,90 m4,90;495 m4,95;500 ®m5,00;505 m5,05;5,10

Los grupos estan en el primer eje. En el segundo eje estéa el
numero que multiplicamos por el ancho de la observacién para
representar la frecuencia en porcentaje,%. Aqui el ancho de todos

los grupos es 0,05:
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(4.85-4.80)-20 =1% 0.05-100 = 5% 0.05-420 = 21 %

0.05-660 = 33% 0.05-620 = 31% 0.05-180 = 9%

Encontramos que el total es 100%, tal como deberia ser.

Por tanto, el segundo eje del diagrama no muestra nada
directamente Util. Es el area la que muestra la frecuencia. En
cierto modo, el histograma es el precursor de la curva de
distribucion normal (ver mas abajo), que también tiene un area de
1 0 100% bajo la curva. Por lo demas, la ventaja de este diagrama
es principalmente para medidas con diferentes anchos.

En conjunto, es justo decir que los graficos de barras y las curvas
de suma a menudo brindan la mejor descripcién general.

Distribucion normal, varianza y desviacion estandar

Muchas observaciones tienen una distribucién normal, lo que
significa que, por ejemplo, los diametros de las esferas se
dispersaran simétricamente alrededor del valor medio de 5 mm.
Esto no fue exactamente asi en nuestro caso, pero si estuviéramos
observando 1.000 o 10.000 esferas, probablemente tendrian una
distribucion normal. Una curva de distribucién normal puede
verse asi:

1de.| 1de.

! \ \ 1 \ ;

-3 -2 -1mediol 2 3

Area: 0,1% 23% 136% 34,1% 34,1% 13,6% 23% 0,1%
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Si dibujamos un diagrama de barras o un histograma a partir de
muchas medidas distribuidas normales, tendremos una curva en
forma de campana como se muestra.

La cifra puede ser mayor o menor dependiendo de la division de la
escala. La cuestidn es que todas las observaciones estan bajo la
curva, de modo que el area bajo la curva incluye todas (100 %) las
observaciones de, por ejemplo, las esferas de nuestros
rodamientos de bolas. Por tanto, el area bajo la curva es 1 0 100
%.

Se muestran tres lineas a cada lado del valor medio. La distancia
entre dos lineas se llama desviacion estandar, de (o dispersion). Hay
tres desviaciones estandar hacia la izquierda y tres desviaciones
estandar hacia la derecha.

el area entre la linea -1 y 1 incluye el 68,2 % de las mediciones
el area entre las lineas -2 y 2 incluye el 95,4 % de las mediciones
el area entre las lineas -3 y 3 incluye el 98,8 % de las mediciones

Los dos ultimos multiplicados por 0,1 % estan mas alejados del
valor medio, donde la curva de distribucion normal se acerca
asintoticamente al primer eje.

En ciencia solemos presentar los datos de esta manera:
valor medio + desviacion estandar

Asi, el 68,2 % de los datos medidos se encuentran dentro de * la
desviacion estandar (es decir, entre las lineas -1 y 1). Entonces
sabemos coOmo es toda la curva de distribucion.
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Sin embargo, ¢cdémo calculamos la desviacion estandar?

En primer lugar, hay que decidir como se llama desviacion
estandar.

La idea era considerar qué tan lejos esta una observacion del valor
medio, y luego ampliar la distancia elevando al cuadrado, y al
mismo tiempo tener un nimero positivo, ya sea que estemos por
debajo o por encima del valor medio:

(obs. - medio)?

and multiply by the significance, i.e. the frequency, for each
observation

f - (obs. - medio)?
y resumir todas las observaciones
> f - (obs. - medio)?

¥ significa "la suma de". Una expresion matematica completa.
n 2
2 i i— W)

Donde el valor medio se llama p (la letra griega "my"), la
observacion se llama x;, i (integer (inglés) = nimero entero) es el
numero de la observacion desde 1 (inicio) hasta n (fin).

Por tanto, definimos la variacion como
— n 2
Var. = Zi=1fi S — W)
que expresa qué tan lejos estamos del valor medio.

Solo que resulto estar demasiado lejos, asi que continuamos
sacando la raiz cuadrada para obtener la desviacién estandar.
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desviacion estandar = vVar.
La desviacion estandar a menudo se llama ¢ (una sigma griega)
c = VVar.

Por tanto, ahora podemos calcular la desviacién estandar de la
varianza.

Los cientificos han acordado presentar los datos como

valor medio + desviacion estandar & uto

Ejemplo 1

El valor medio de las esferas del rodamiento de bolas se calculo
previamente como

KM =4,983 mm.

Aungue no tenemos tantos datos, y aunque la distribucion es
desigual con mas esferas mas grandes que la media y menos
esferas méas pequefias que la media, suponemos que si tuviéramos
muchos mas datos, tendriamos una distribucion normal. Sujeto a
esta condicion, la desviacion estandar se puede calcular como

var. = 37 fi (i — w2 =>

Var. = 0.01-(4.825 - 4.983)2 + 0.05-(4.875 - 4.983)2 + 0.21-(4.925 - 4.983)2 +

0.33-(4.975 - 4.983) + 0,31-(5.025 - 4.983) + 0.09-(5.075 - 4.983) =
0.00282 =>

c = VVar. = +0.00282 = 0.0531 mm.

Combinados el valor medio y la desviacion estandar son:
uwto => 4.983 + 0.053 mm.
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No todas las series de mediciones tienen distribucion normal.
Entonces tendremos una curva de distribucién sesgada. Un
tratamiento més detallado de esto queda fuera del alcance de este
libro.

Chi elevado a dos: prueba

Podemos formar un cociente para evaluar si algunas
observaciones (intervalos o series completas) estan cerca 0 mas
lejos de lo esperado:

s s , 2
2 -y (observacién—observacion esperada)

X

observacion esperada

Usamos la letra griega antigua x = Chi y el cociente se llama chi
elevado a dos: prueba. En el numerador, magnificamos la
desviacion elevando al cuadrado y al mismo tiempo obtenemos un
numero positivo sin importar si estamos por encima o por debajo
de lo esperado, la misma forma de pensar que para la varianza.

Si lo observado es igual a lo esperado, el cociente es cero, lo cual
es perfecto. Una distancia mayor entre lo observado y lo esperado
genera un cociente mayor.
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Regresion

En matematicas utilizamos el concepto: Regresion, para organizar
las medidas en una funcion de mejor ajuste.

Hemos estado en el laboratorio para medir corrientes (1) y voltajes
(U) en un circuito. Medimos esto:

100 -
Voltaje en

Voltios

60

40 o

| Corriente en Amperios |

Sabemos que las medidas deben seguir la ley de Ohm.

U =R - I donde R es la resistencia en Ohmios.

Esto se corresponde con la ecuacion de una linea recta que pasa
por Origo (0,0):

y =a-X

Ahora el segundo eje es U, el primer eje es | y la pendiente es R.
Por tanto, la ley de Ohm muestra una linea recta en un diagrama
I,Uy, por tanto, sabemos que nuestras mediciones deben formar

una linea recta. Sin embargo, existen incertidumbres en nuestras
mediciones, entonces, ¢qué linea recta se ajusta mejor?

Enseguida podemos colocar una regla para ver que esta linea es

casi perfecta:
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1007 -
Voltaje en

Voltios

804

60

40 Linea de regresion estimada

Corriente en Amperios

0 1 2 3 4 5

Las cosas se vuelven mucho més complicadas si queremos
determinar la linea que mejor se ajusta mediante calculo. Usamos
el “método de minimos cuadrados” en el que adivinamos una
linea, encontramos la distancia vertical entre un punto de
medicion y la linea, y la elevamos al cuadrado (la misma forma de
pensar que para la varianza). L0 hacemos para todos los puntos medidos
y resumimos los cuadrados. Luego adivinamos otras lineas,
calculamos nuevos cuadrados y elegimos la linea con el minimo
cuadrado. Esta linea es nuestra linea de regresion calculada, o
"curva de mejor ajuste”.

Claramente, este es un trabajo de calculo importante adecuado
para CAS avanzado.

Independientemente de utilizar una calculadora o un programa de
calculo, el principio es el mismo. En nuestro ejemplo:
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1. Introducimos los datos medidos para el primer eje y los
[lamamos |
2. Ingresamos los datos medidos para el segundo eje y los
I[lamamos U
3. Solicitamos una regresion lineal usando y=ax+b o
escribimos una linea clave como: LinReg(l,U)
4. Ingrese
Luego, tendremos un diagrama con una recta de regresion y su
ecuacion.

A menudo también obtenemos un factor de confiabilidad, a
menudo Ilamado r o R (tal vez al cuadrado: r?> o R?), que informa
qué tan confiable el programa encuentra el calculo. 1 estad muy
bien, 0,99 esta bien; 0,95 no esta tan bien, etc.

El principio es el mismo para otras funciones:

Por ejemplo, Tiempo en el primer eje y Namero en el segundo eje
para la regresion de una funcion exponencial y = b-ax con la
linea clave: ExpReg(Tiempo, NUmero)

O Tiempo en el primer eje y Libras en el segundo eje para la
regresion de una funcién de potencia y = b-x* con la linea clave:
PowReg(Tiempo, Libras).
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Probabilidad y combinaciones

La estadistica es cuando procesamos una gran cantidad de datos.
Se puede argumentar que miramos hacia el pasado.

La probabilidad es cuando buscamos una respuesta probable a
algo que sucedera en el futuro.

Las probabilidades simples se pueden calcular con precision, por
ejemplo la probabilidad de observar seis cuando tiramos un dado.
Sin incertidumbre.

Las probabilidades complicadas basadas en muchos datos, cada
uno de los cuales tiene su propia incertidumbre, conduciran a una
probabilidad incierta. Por ejemplo, una prevision meteorologica
de que mariana habra sol a las 2 de la madrugada. En tal caso
podemos calcular/estimar una probabilidad expresada por un
numero entre 0 y 1 o entre 0 y 100% Yy una incertidumbre. Por
ejemplo, una probabilidad del 81% + 5% de que mariana salga el
sol a las 2 a.m. Normalmente, el pablico sélo sera informado
sobre el 81%.

El complicado calculo de probabilidades es una amplia area de
especializacion para especialistas, como meteorélogos y
profesionales de seguros.

Aqui nos ocuparemos de un calculo de probabilidad sencillo y
preciso, que sin embargo rapidamente se vuelve bastante
complicado. Veremos algunas formulas de permutacion y
combinacion que son tan dificiles de probar que en su lugar
mostraremos su exactitud mediante ejemplos, y esto se hace en el
capitulo: "Pruebas y célculos raramente utilizados".
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También cabe mencionar que existen muchos términos técnicos en
este tema.

Usaremos nuevos numeros como

5! que representa 5 factorial, y que significa 5-4-3-2-1 y que, por
cierto, da 120.

7! que representa 7 factorial, y que significa 7-6-5-4-3-2-1 y que,
por cierto, da 5040.

Y un poco de especialidad: 0! = 1 el cual tenemos que definir para
evitar que quede cero borrando todo en las formulas que vamos a
utilizar.

Teoria

La probabilidad es un nimero entre 0 y 1 (o entre 0 y 100%)
calculado como

namero de resultados favorables

probabilidad =

numero de resultados posibles

Entonces necesitamos conocer tanto el numerador como el
denominador para poder calcular la probabilidad.

Primero encontramos el nimero denominador de resultados
posibles que determinamos de acuerdo con los siguientes seis
casos donde n es el numero de elementos/objetos en el
conjunto/poblacion y r es el nimero considerado:

1. "Ambos y" con el término técnico Regla de multiplicacion:

numero de posibilidades = una posibilidad multiplicada por la otra

2. "Cualquira 0" con el término técnico Regla de la suma:

numero de posibilidades = una posibilidad mas la otra
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. La férmula para cualquier orden, sin repeticién (Término

técnico: Permutacion = inversion de orden)

n!

numero de posibilidades = P =
(n—-r)!

Se mostrara en el capitulo "Pruebas y calculos raramente utilizados".

. La férmula para sin orden, sin repeticion (término técnico:

Combinacidn)

numero de posibilidades = K = —“—
rli-(n—-r)!

se mostrara en el capitulo “Pruebas y célculos raramente utilizados”

. Cualquier orden, con repeticion concuerda con el punto 1:

“Ambos y”, por lo tanto:

numero de posibilidades = n'

6. La formula sin orden, con repeticion

(n—14+n)!

no se mostrara
ri-(n—-1)!

numero de posibilidades =

Esta formula tambien se utiliza, y especialmente, en

relacion con el muestreo aleatorio, sobre el que volveremos.

Estos seis casos/formulas muestran como combinamos las
posibilidades —y el término técnico es Combinacion.

En los siguientes ejemplos, primero calculamos el nimero de
resultados posibles (el denominador) y luego la probabilidad (la
fraccion completa):

Ejemplos

1

¢ Cuantas combinaciones hay si tiramos un dado dos veces?
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El caso es "Ambos y", lo que representa: 6 - 6 = 36 posibilidades

¢Cual es la posibilidad de tener dos seises seguidos?

Ly . numero de resultados favorables 1
probabilidad primer rollo = — - =-
numero de resultados posibles 6

Probabilidad segunda rollo = %

El caso es "Ambos y", que representa: % % = 3—16 ~ 2.78%

¢ Cuantos "0jos" hay en dos dados?
Cada dado tiene seis caras con 1, 2, 3, 4, 5, 6 "0jos" cada uno.

El caso es "cualquira 0™ lo que representa: 6 + 6 = 12 posibilidades

¢ Cual es la posibilidad de obtener un seis en dos tiradas con un
dado?

probabilidad primer rollo = %
Probabilidad segunda rollo = %
n H " . 1 1 2 1
El caso es "cualquira 0™ que representa: cto=.=37 33.3%

3.

Se debera elegir un capataz y un suplente y suplente en una junta
de 7 miembros. El primero elegido se convierte en capataz, el
siguiente en suplente y el tercero en suplente. ¢ De cuantas
maneras se pueden elegir las 3 personas?
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Aqui el orden es crucial y el primer elegido no volvera a ser incluido en el
grupo. Por tanto el caso es cualquier orden, sin repeticion. La formula es:

n!
(n—-r)!

Donde P es el nimero de posibilidades, n es el nimero de miembros (aqui 7),
y r es el nimero de personas seleccionadas (aqui 3).

Se insertan los valores:

_ 7' 7654321 _ 765

= ol =3 T 2321 = 210 possibilities

¢ Cual es la probabilidad de que Liz se convierta en capataz, Peter
en capataz adjunto y Ann en suplente?

Liz y Peter y Ann es una posibilidad (el resultado favorable), por lo tanto:

numero de resultados favorables

= 1 ~0.476%

numero de resultados posibles 210

probabilidad =

4.

Se debera elegir un capataz y un suplente y suplente en una junta
de 7 miembros. La eleccion mostrara quien de las 3 personas
ocupa los 3 puestos, independientemente de cual puesto. La
decisidn entre los 3 se pospone para mas tarde. ;Cuantas
posibilidades hay para la seleccién de las 3 personas?

Aqui el orden no importa, y el seleccionado no volvera a ser puesto en el
pool, por lo tanto: sin orden, sin repeticién. La formula es:

n!

ri-(n—-r)!

Donde K es el nimero de posibilidades, n es el nimero de miembros.
(aqui 7), y r es el nimero seleccionado (aqui 3). Se insertan los valores:

n 71 7654321 _ 765
ritn-r)!  31(7-3)!  1.2-3-1-2:3-4  1-2-3

= 35 posibilidades
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¢ Cual es la posibilidad de la eleccion de Liz, Peter y Ann?

Liz/Peter/Ann u otros pedidos entre ellos es una posibilidad, por lo tanto:

numero de resultados favorables _ 1

~ 2.86%

probabilidad =

nuamero de resultados posibles 35

5.

Un cddigo se forma a partir de tres letras mindsculas de un
alfabeto de 25 letras y tres digitos. ¢ Cuantas posibilidades hay?

El caso es cualquier orden, con repeticion => “Ambos y” => multiplicacion:
25.25.25.10-10-10 = 253.10% = 15 625 000 possibilities
¢Cual es la probabilidad de tener el cddigo abc123?

abc123 es el unico resultado favorable, por lo tanto:

numero de resultados favorables 1

probabilidad =

nuamero de resultados posibles T 15625000

La probabilidad de tener cualquiera el cddigo abc123 o el cddigo
bcd123 es:

numero de resultados favorables 1+1 _ 2
numero de resultados posibles T 15625000 15625000

probabilidad =

6.

Una escuela de conduccidn debe tener cuatro coches nuevos. El
distribuidor tiene siete modelos que se pueden utilizar. ; Cuéntas
posibilidades hay de elegir coches si hay que repetir la misma
combinacion?
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El caso es sin orden, con repeticion:

(n—1+r)! _ (7-1+4)! 10!
ri-(n-1)!  41(7-1)!  4l6!

= 210 posibilidades

Tres modelos son del afio pasado y el vendedor espera poder
venderlos junto con uno de los coches nuevos. ¢Cual es la
probabilidad de que eso ocurra?

Nombramos los autos A1, A2, A3, B, C, D, E.

Al, A2, A3, B se puede combinar de 4 maneras.

Al, A2, A3, C se puede combinar de 4 maneras.
Al, A2, A3, . se puede combinar de 4 maneras
Al, A2, A3, se puede combinar de 4 maneras.

El caso del numero de resultados favorables de los numeradores es
"Cualquiera 0" => suma. Por lo tanto:

iy numero de resultados favorables 4+44+4+4 16
probabilidad = ! = =%~ 7.6%

numero de resultados posibles 210 T 210

Y ahora algunas combinaciones mas avanzadas:

7.

Los tres estados de un pais se reunen para celebrar un torneo de
fatbol. Se van a celebrar 10 partidos, distribuidos de modo que el
estado mas grande, A, debe celebrar 5 partidos, el segundo estado
B, 3 partidos y el estado C, 2 partidos, pero ¢cuales?

En un frasco se colocan 5 notas A, 3 notas B y 2 notas C. Un total
de 10 notas.

© Tom Pedersen WorldMathBook cvr.44731703. Dinamarca. ISBN 978-87-975307-2-6 330




Se sortean tres notas para los tres primeros partidos. ¢Cual es la
probabilidad de que todos sean A?

El orden es irrelevante por lo que la situacion es sin orden, sin repeticion.

numero de resultados favorables

debemos calcular probabilidad =

numero de resultados posibles

El numerador muestra cuantas posibilidades hay de tener 3 de
5A. =>

Numerador K=—21 > = 209_ 10 resultados favorables

-l 31(5-3)! 62

Tomado de todo el grupo/poblacion, que es el denominador:

Denominador K = ——— =% = 788910 _ 150 posibilidades
ri-(n-r)! 31.(10-3)! 67!
. . 10 1
Conjunta probabllldad = 20 = I ~ 8.33%

8.

Las tres notas mostraban A, B, B y no se devuelven. Se extraen
dos nuevas notas. ¢Cual es la posibilidad de B, C?

El orden es irrelevante por lo que el caso es sin orden, sin repeticion.

Laizquierda es ahora A, A, A, A, B, C, C. es decir 7. =>

Denominador K=—2_=_T__ = 3% _ 21 posibilitades
r-(n—-r)! 21-(7-2)! 2-5!

Numerador paraB Kp = L _=L-1

1-(1-1)! 11

2! 2
11-(2-1)! 11

I
I
I
N

Numerador paraC K,

Kg y Kc debe combinarse como ”Ambas y” => multiplicacion =>

Conjunta:

iy namero de resultados favorables Kp'K 12 2
probabilidad = ! =L Ct=""="%95%

nuamero de resultados posibles K 21 21
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Distribucion binomial, muestra aleatoria e intervalo
de confianza.

Distribucion binomial, introduccion.

En teoria de la probabilidad, una variable aleatoria se denomina
variable estocastica. EI nombre proviene del griego antiguo.

Un experimento binomial con una variable aleatoria tiene tres
propiedades:

1. El resultado es un éxito o un fracaso (de ahi el nombre de binomio).
2. El Experimento 1 no tiene influencia sobre el Experimento 2, el cual
no tiene influencia sobre el Experimento 3, etc. — todos los
experimentos son independientes.
3. Todos los ensayos tienen la misma probabilidad de éxito.
Buenos ejemplos son golpear pisos/coronas con una moneda o

tirar un dado.

Tirar un dado
Al lanzar un dado hay = (= 0,1667) de probabilidad de obtener 1, = de

probabilidad de obtener 2, etc., en un nimero infinito de tiradas.

Con un namero finito de rollos podemos dibujar un diagrama con r (nimero)
en el primer eje y P (probabilidad) en el segundo eje. Luego obtenemos una
distribucién binomial, que es igual a la distribucion normal en Estadistica con
valor medio y desviacion estandar:

Area bajo la curva =
probabilidad total =
1=100%

Binomioal

Aqui: medio = 0.1667

-3 -2 -1mediol 2 3

Area: <0,1% 2,3% 13,6% 34,1% 34,1% 13,6% 2,3% <0,1%
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La llamamos curva de distribucion normal cuando describe la
observacion, por ejemplo el diametro de una esfera.

La Illamamos curva de distribucion binomial, cuando describe la
probabilidad del nimero de éxitos.

Un detalle: una curva de distribucion normal es suave (continua), porque la cantidad de
medicién (por ejemplo, el diametro de una esfera) puede tener cualquier valor, con una
transicion suave. Una curva de distribucion binomial sera discontinua porque el nimero de
éxito/fracaso es un nimero sin una transicion suave al siguiente nimero de éxito/fracaso.
También se utilizan las expresiones técnicas de que la curva de distribucién normal es
continua, mientras que la curva de distribucion binomial es discreta (= separada). Sin

embargo, si la curva de distribucién binomial tiene muchos puntos (posiblemente mostrados
como barras), en la practica sera suave.

Si tiramos so0lo 24 veces, no es seguro que salgamos 4 de cada (4
por seis, cuatro por cinco, etc.).

Se puede llamar a los 24 rollos una muestra aleatoria, lo que hace
obvio que necesitamos una herramienta para la evaluacion de la
muestra aleatoria.

Sin embargo, primero debemos considerar mas teoria y formulas
para la distribucion binomial:

La distribucion binomial

Por tanto, una curva de distribucién binomial es "similar” a la
curva de distribucion normal. Y toda el area bajo la curva muestra
una probabilidad del 1 0 100%.

Sin embargo, dado que ahora usamos la curva para describir la
probabilidad, usamos otros datos/informacion ademas de la
estadistica, por lo que necesitamos cambiar el método de célculo
para encontrar el valor medio y la desviacion estandar, asi como
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encontrar una formula (la funcion ) para la curva de distribucion
binomial.

La funcién debe describir una secuencia sin orden de éxito y
fracaso. Se deben combinar los tres tamanos “Ambos y” =>
multiplicacion:

Distribucion binomial (P) = sin orden - éxito - fracaso
Aqui P significa probabilidad, y no permutacién como antes.

n!

La combinacién sin orden es K =
ri-(n-r)!

De toda la poblacion/grupo con el nimero n hay r con una
probabilidad de éxito p (un nimero entre 0 y 1). Se deben
multiplicar mas éxitos, es decir, p’

Los que no sean éxitos deberan ser fracasos con el nimero (1-p).
Se deben multiplicar més fallas, es decir, (1-p)™"

Combinada la funcion binomial es:

n!

— P (=p)" T

ri-(n—-r)!

P =

El valor méas probable es el valor medio que se determina como

valor medio = nimero multiplicado por probabilidad =>
H=n-p

La desviacion estandar para el tamafio x se conoce en estadistica
como
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o0) = |2, fi G- w2

que por una larga y dificil conversion se convierte en:

(0] (X) = \/ n-p- (1 — p) o simplemente ¢ ya que la variable no siempre se llama x
no mostraremos la conversion

es decir, ahora con tamarios para el calculo de probabilidad
binomial.

Lo que, por cierto, da la varianza Var=n-p-(1—p)

Tirar un dado

Lanzamos un dado n = 100 veces. Cada tirada, por ejemplo con un
6, tiene una probabilidad de p = % ~0,1667

Entonces la distribucién binomial (diagrama nimero-probabilidad
= diagrama r-P) se ve asi:
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0209
100! _
P=———.0.1667" - (1 — 0.1667)100-"
r!-(100-7)!
0154
medio
p [0.107
. -1g +1o
0054
-2a +2g
-3g +3g
{} T T ¥ I ¥ T T 1
0 ! !{} 2'!] I E] 40
r r = rollos de seis de cien (100)
Area = <0.1% 2.3% 13.6% 34.1% 341% 136% 23% <01% =100%

el areaentre lalinea - 1oy + 1o es el 68.2 % de las mediciones.

el area entre la linea - 26 y + 20 es el 95.4 % de las mediciones.

el rea entre la linea - 1o y + 1o es casi el 68,2 % de las mediciones.
El valor medio (= el nimero mas probable de éxitos) es:

Media = ¢ = n-p = 100 -0.1667 = 16.67 rollos con seis 0jos
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La desviacion estandar es:

c=yn-p-(1—p)=+/100-0.1667 - (1 — 0.1667) = 3.727

Ambos valores se pueden leer en el diagrama.

Si en cambio tiramos los dados 48 veces, esperamos tener:
4 = n-p = 48-0.1667 = 8rollos con seis 0jos

pero la desviacion estandar es grande:

c=+n-p-(1—p)=.48-0.1667-(1—0.1667) = 2.58

Vemos que la desviacion estandar es relativamente menor cuantas
mas tiradas hacemos. En otras palabras, cuantas mas veces

. z 1 .
tiramos los dados, méas seguros estamos de tener A de seis.

Muestra aleatoria e intervalo de confianza para una distribucion

binomial

Tirar un dado es un caso sencillo, ya que solo debemos considerar
anene . e 1

6 posibilidades. Sabemos que siempre hay una probabilidad de =

de tener seis en el siguiente lanzamiento.

De lo contrario, es incierto con una gran cantidad de datos. Luego

tendremos que tomar muestras aleatorias lo méas representativas

posible, seguido de una estimacién/calculo de la confianza en esta

muestra aleatoria. Lo hacemos calculando el intervalo de

confianza, que es una "incertidumbre estadistica de la
probabilidad":
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Para la muestra aleatoria podemos calcular el valor medio y la
desviacién estandar, de modo que podamos trazar la curva
binomial de la muestra aleatoria.

Como se menciond, el valor medioes p=n-p & p==t

n

Hemos visto la desviacion estandar de todos los tamafios X:

6(x) = {n-p-(1—-p)

Ahora lo vemos como la desviacion estandar de una sola talla =>

xy _ ynp-(1-p) _ [np(Q-p) _ [p:(1-p)
G( ) - n - n2 -

n n

y si elegimos el valor medio como tamario unico, tenemos

n n

o(p) = \/@

que es la desviacion estandar ¢ en funcion de la probabilidad
puntual p y el nimero de todos los tamafios n

En una muestra aleatoria normalmente elegimos el valor medio
como el tamafio en foco, que para la muestra aleatoria se llama p*

0 estimacion puntual p* (algunas tablas de formulas lo llaman p con un
"sombrero™)

El intervalo de confianza a menudo se elige entre diferenciales de
-2 a +2 (consulte la constante), es decir, 95,4%, a menudo
redondeado como 95% =>
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Intervalo de confianza = lp* -2 /%_p*) ; pr+2 ’%_p)l

El intervalo de confianza aqui muestra que existe una probabilidad
del 95,4% de que el valor medio real se encuentre dentro del
intervalo.

También se puede elegir otro intervalo de confianza, por ejemplo 68,2% dentro de + 1o

Intervalo de confianza = [p* - ’710*'(:17*) ; Pt ,’p*.(:p*) ]

Tenga en cuenta la constante 1

Ejemplo 1

Antes de unas elecciones se pregunta a 1.023 personas si votaran
"si" 0 "no". 418 dicen “si”, 501 dicen “no” y 104 dicen “no s¢”
¢ Cual es la probabilidad de gue todos los votantes voten "S|"?

El caso es una muestra aleatoria distribuida binomial. Y elegimos calcular el
ca. Intervalo de confianza del 95%:

* p*(1-p*) ., p*-(1-p*)
Ip —2/—n ; p+2/—n l

Aqui estd n = 1023 y la estimacién puntual p*= — ~ 0.409 =>

l0409 2 ,0409 (1-0.409) 0.409 + 2 ’0409 (1-0.409) l [0 378 044]
1023 1023

Por tanto, existe una probabilidad del 95% de que entre el 37,8% y el 44% de
todos los electores voten ““si”. Sin embargo, tenga en cuenta que el grupo "no
sé" es grande, por lo que la resolucion final puede cambiar
significativamente.
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Ejemplo 2

Una cerveceria probara si a la gente le gusta un refresco nuevo.
Piden a un instituto de analisis una investigacion con un nivel de
confianza alto.

El instituto sugiere preguntar ca. 500 personas y luego calcular el
99% de confianza. La cerveceria lo aprueba.

En la préactica se pregunta a 494 personas si les gusta el refresco,

NTPNLT)

(s 0 “no™? 77 dicen “si”.

El caso es una muestra aleatoria distribuida binomial. Y calculamos el ca.
Intervalo de confianza del 99%:

" p*(1-p*) | " p*(1-p*)
Ij 3\’ n ;1 3\’ n l
77

Aqui estd n = 494 y la estimacion puntual p* = pryiad 0.156 =>

l0.156 ~3 /w ; 0.156 + 3 /w l = [0.107 ; 0.205]
494 494

Por tanto, existe una probabilidad del 99% de que a entre el 10,7% vy el
20,5% de todas las personas les guste el refresco.

Una investigacion adicional podria ser preguntar cuantos comprarian el refresco y con qué
frecuencia.

Las predicciones en forma de calculos de probabilidad e intervalos
de confianza suelen ser correctas, pero no siempre. Un punto
especialmente delicado es tomar la muestra representativa
""correcta”.
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Notaciones y términos técnicos

Como se mencion0 anteriormente, existen muchos términos
técnicos y varias notaciones dentro del calculo de probabilidad.
Probablemente se deba a diferentes enfoques en distintas
profesiones. Estos son los mas comunes:

n generalmente representa el nimero de toda la
poblacién/grupo/cantidad.

r generalmente representa un namero elegido en una
poblacion/grupo/cantidad.

P normalmente significa Permutacién, pero también puede
representar la funcion de Probabilidad, o simplemente
probabilidad.

p suele representar el parametro de probabilidad, que es un
numero entre 0 y 1, donde p es la probabilidad de éxito.

K generalmente significa combinacion y tiene la formula
n!

ri-(n-r)!

. z ! 0 - z
K con la misma férmula ﬁ también se utiliza en fédrmulas

para la distribucion binomial. Entonces podemos escribir K(n, r),
es decir, K usado en una distribucién binomial con el nimero total

ny el nimero elegido r. O podemaos escribir (f) que aqui no es

un vector.
. _[n\ _ n!
es decir K(n, 1) = (r) o

X generalmente representa una variable.

X suele representar una variable estocastica (= variable binomial).
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X = Xmedio generalmente representa el valor medio de x
u normalmente representa el valor medio de algo, que luego debe
explicarse. A menudo, es 1o mismo que X 0 Xmedio

Si algo tiene distribucion binomial, puede escribirse bin(n, p) o
simplemente b(n, p), lo que significa: distribucién binomial con el
namero n 'y el parametro de probabilidad p, y aqui no se trata de
coordenadas de un punto.

o suele representar la desviacion estandar.

* 0" (estrella 0 sombrero) se utilizan a menudo para tamafios en
una muestra aleatoria, por ejemplo p* y o* y p*

p* se denomina parametro de probabilidad de la muestra aleatoria,
0 estimador central de p.
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NUmeros y resumen sobre la teoria de conjuntos.

La agrupacion de numeros siguid el desarrollo historico de los
cuatro tipos de operaciones aritméticas:

Los nimeros naturales son nimeros enteros positivos, los que contamos: 1,
2,3,4,...

Los numeros enteros son negativos, cero y positivos: ...-2, -1, 0, 1, 2, 3,...

Los numeros racionales son fracciones de nimeros enteros (excepto 0 en el
. . -4 63
denominador). Por ejemplo FR AT,

Los nameros irracionales no se pueden escribir como fracciones de nimeros
enteros sino como nimeros decimales que nunca terminan. Por ejemplo =

3,14....
Hoy estos cuatro grupos se reinen como los nimeros reales, R.

A partir de aqui hay una clara frontera hacia los niUmeros que no
son reales, los nimeros que debemos imaginar, los nimeros
imaginarios. Los numeros imaginarios han sido descritos en el
capitulo: “Numeros imaginarios, brevemente”. Aqui repetimos:

V=64 = \/(-1)-64 = /(1) - V64  esoesté bastante bien

v/ (—1) nombramos I, eso también est4 permitido, y luego tenemos

|-vV64 =1-8
Entonces v—64 = | -8

lo que nos permite continuar como si nada hubiera pasado; Sélo que ahora
estamos en el mundo de los numeros imaginarios. Sin embargo, la regla de
calculo: va -va = va-a no se aplicaa nimeros imaginarios.

La combinacion de nameros reales y nimeros imaginarios se llama nimeros
complejos.
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NUmeros complejos

La combinacion de nameros reales y nimeros imaginarios se
Ilama nimeros complejos.

Una breve introduccion:

Anteriormente vimos que las coordenadas se pueden mostrar de la
forma habitual (coordenadas cartesianas) o como coordenadas
polares, y repetimos el diagrama mostrado anteriormente:

5

P(r,©) Polar
P(x,y) Cartesiano

17

r distancia

6 angulo

(=)
w
e
i

2 o i

—2d

Ademas, vimos que las coordenadas de un punto se pueden
representar como un vector de posicion.

Ahora consideraremos las coordenadas de un punto combinadas
con numeros complejos. Parece lo mismo.

Podemos usar los nimeros complejos como herramienta
matematica y mostrarlos en un sistema de coordenadas con los
numeros reales en el primer eje y los nimeros imaginarios en el
segundo eje:
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Numeros Imaginarios

P

Argumento |

-10 -5 0
x Numeros reales

Médulo = distancia
Argumento = angulo

-104

La distancia desde Origo ahora se llama médulo y el &ngulo desde
el primer eje se llama argumento. Por tanto la posicion de P es

modulo y argumento = |OP!y arg(OP)

La magnitud que queremos describir aqui (que se muestra como el segmento
de linea OP) consta entonces de una parte real y una parte imaginaria, y al
igual que para las coordenadas polares, describimos la longitud y el &ngulo,
solo que ahora se llaman modulo y argumento, para mostrar que estamos
considerando nimeros complejos.

En general, ahora tenemos varias formas de mostrar coordenadas. De antes
tenemos:

e Coordenadas cartesianas ordinarias P(x,y)

e Coordinadas posicion vector OP = (;‘,) = ((Preos?
0 OP = I0OPI-(cos ©:-1 + sin ©-})
0 breve OP =xi+yj

(aqui distrae un poco que el vector base en la direccion x se llame i, mientras que el
ntmero base imaginario en el eje y se llame | (algunos usan i)).

e Coordenadas polares P(r,©) distancia y angelo
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Y las nuevas coordenadas polares complejas:

e (mdd, arg) 0 mod £arg distancia y angulo
Y un ejemplo:
(méd, arg) = (5, %) 0 solo 54% = 5/45°

Este ultimo es probablemente el mas comun.

Si el angulo es de 90° = g tenemos un nUmero puramente
imaginario.

Es la herramienta mas comun y facil de usar para calcular
numeros complejos (también llamada forma rectangular). A
continuacion se muestran algunos ejemplos que utilizan las cuatro
aritmeéticas basicas:

Calculo con nimeros complejos en forma rectangular (como
vectores)

Ejemplo 1

Tenemos dos tamafios complejos escritos como

numero complejo = parte real + parte imaginaria

aqui: a= 3+4l b = -2+5l

Suma

atb = (3+4l)+(-2+5l) &

a+b =1+91 Por separado real y por separado imaginaria
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Diferencia

a-b = (3+4l)-(-2+5l) &
a-b =5-1

Producto

a-b = (3+4l)-(-2+5l) &
a-b = -6+15I -8l + 201 &
a-b=20P+71-6 => y desde 1=./(=1)
a-b=-20+71-6 &
a-b=-26+71

Division

a — 3+ 41 N
b -2 451

a _ _(3+4D(-2-5D o
b (=2 + 50)(—2-5I)

a _ —6—151—-81—2012 o
b 4+101-101-25]2

a _ —6-231+20 o
b 4425

a _ 14-23I o
b 29

% ~ 0,483 - 0,793-1

En otras palabras, reglas de calculo completamente ordinarias.
Y se muestra en un diagrama:
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10+
atb

a-b

—10 45 o 5 1o
’ 1 a/b a-b

_1{}_
2.

Desde la forma rectangular (forma vectorial) podemos encontrar
el modulo (longitud) y el argumento (angulo con el eje +x) usando
un célculo ordinario bien conocido:

a= 3+4l modulo: (3% + 4%)% =5 (Pitagoras)
y argumento: tan'l(g) ~ 53,1°

es decir (mod a, arga) = (5, 53.1°)
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b = -2 +5l tiene moédulo: ((-2)? + 52)* = 5.39
y argumento: 90° + tan (%) ~ 111.8°

es decir (mod b, arg b) = (5.39, 111.8°)

También podemos encontrar modulo y argumento
a-b=-26+7-1=> mobdulo = ((-26)> + 7%)* = 26.9

argumento = 9O°+tan'1(?) ~ 164.9°

es decir (mod, arg) = (26.9, 164.9°)

% ~ 0,48-0,79:-1 => moddulo = (0.482 + (-0.79)?)* ~ 0.928
argumento = tan'l(_oog)) ~ -58.7°

es decir (mod, arg) = (0.928, -58.7°)

Vemos que el médulo y el argumento calculados cumplen con el
diagrama.

Calculo con numeros complejos en forma polar

La suma y la diferencia de dos numeros complejos son como en la
forma rectangular, mientras que el producto y la divisién se

pueden realizar en la forma polar, que es mas rapida:

Ahora presentamos algunas reglas de calculo que son faciles de usar pero
dificiles de demostrar. La prueba se muestra en el capitulo "Pruebas y
calculos raramente utilizados":
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Cuando multiplicamos dos nimeros complejos en forma polar,
tenemos:

(moda,arg®©) - (Méd b, arg @) = (ja] /O) - (b|] /o) =
la-b| Z (6+0)

entonces multiplicamos el modulo (las magnitudes) y sumamos
los argumentos (los angulos).

Cuando dividimos dos numeros complejos en forma polar,
tenemos:

(méda, arg®) _ |a| /6
(médb, arge)  |b|~@

= 14 £ (©-9)

entonces dividimos el modulo (las magnitudes) y restamos los
argumentos (los angulos).

Ejemplo 1
Dos nimeros complejos son
(mod, arg) = (5,5) 'y (mod, arg) = (3,7)

Queremos que el producto (los dos nimeros complejos multiplicados) S&

escriba polar:

modulo=5-3=15  argumento = % + g — %”

Repuesta: (mod, arg) = (15, %”) 0 més corta 154%”

Independientemente de la forma en que lo escribamos (la
notacion), multiplicamos el médulo y sumamos los argumentos.
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2.

Y entonces nosotras queremos (5, %) dividido por (3, g) Escrita
2 5 T T T
polar: modulo = 3 argumento = o=

. £ _/5 = , 5 T
Repuesta: (maod, arg)—(g,-z) omascorta = / -~

Independientemente de la forma en que lo escribamos (la
notacion), dividimos el médulo y restamos los argumentos.
Esta forma de calcular es similar a lo que hacemos con las
funciones exponenciales. Por lo tanto, también podemos usar la
funcion exponencial cuando multiplicamos y dividimos:

Calculo con numeros complejos en forma exponencial

La suma y la diferencia de dos numeros complejos son como en la
forma rectangular, mientras que el producto y la division se
pueden realizar en la forma exponencial que se utiliza en algunas
industrias:

Para la forma polar, acabamos de ver, que un producto se
encuentra multiplicando el médulo (las magnitudes) y sumando
los argumentos (los angulos), mientras que en la division
dividimos el modulo y restamos los argumentos. Esa forma de
calcular encaja bien con la funcion exponencial:

f(x) =b - a* que aqui se convierte z2=z] -
(Muchas tablas usan z como nimero complejo, especialmente en forma
exponencial).
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z es ahora nuestro nimero complejo, que consta del modulo |z| (la
magnitud) y el argumento O (el angulo), que se inserta en el
nimero exponencial el© (con I para Imaginario).

Los ejemplos muestran cOmo podemos usar esto:

Ejemplo 1
Dos numeros complejos (los mismos que antes) se dan como
(mdd a, arg a) = (5, g) y (mdd b, arg b) = (3, g)

Queremos que el producto (los dos nimeros complejos multiplicados) se
calcule usando la formula exponencial:

z=|z| e

m P

Aqui a=5-e's y b=3.¢'z2 =>
Y s T T 3T

a-b=(5-e"%)-B-e2)=15.¢"3*"2=15. "%

Vemos que el médulo es 15 y el argumento es %’T

. 3 3
en breve: (méd, arg) = (15, T”) omuy breve 152 T”
Misma respuesta que para la forma polar. Por supuesto.

2.

Dos nameros complejos se dan como

(méd a, arg a) = (5, %) y (médb,argh) = (3, g)

Queremos dividir segun la formula exponencial:
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z=|z| e

P

Aqui a=5-e 4 y b=3.-e2 =>
a _ (5-e1’%) =5 Gl 25 G-

P 5 T
Vemos que el mddulo es 5 Y el argumento es — "
A

en breve: (méd, arg) = (g, — %) 0 muy breve SL— 7

Misma respuesta que para la forma polar. Por supuesto.

Resumen

Los niumeros complejos no son comunes, pero pueden usarse
como herramienta matematica dentro de la electrénica,
descripcion avanzada del flujo de liquidos, etc.

La forma rectangular se puede utilizar en las cuatro operaciones
aritméticas basicas.

La forma polar es rapida al multiplicar o dividir.

La forma exponencial se utiliza en algunas industrias para la
multiplicacion y division.

Terminaremos continuando con un ejemplo anterior y haremos un
estudio de los tres métodos:

Dos numeros complejos en forma rectangular:
a=3+4l y b = -2+5l
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Suma atb =@3+4D)+(-2+51) = 1+9:1
Diferencia a-b = (3+4l)-(-2+5l) = 5-1
Producto a-b = (3+4l)-(-2+5l) = -26 +7:-1

a 3+ 4]

Division 2 = ~ 0,483 — 0,793 -1
b —2+5I
lal= (32+4)% =5 tan’(Z) = 53,1°
bl = ((-2)2 +59)% = 5.39 90° +tan(2) = 111,8°

Ambos argumentos (angulos) son relativos a la direccion positiva
del primer gje.

Los niumeros complejos a y b se muestran como vectores en el
diagrama, que mostramos nuevamente:

10

a-b a
|

—10-
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Dos numeros complejos en forma polar

El calculo del médulo y el argumento para la forma rectangular
ahora se utilizan en la forma polar:

a~5.531° y b ~539_111.8°

No podemos sumar ni restar en forma polar, pero si multiplicar y
dividir:

a‘b=5-539 7 (53.1°+111.8°) = 26.9. 164.9°

=~ = (531°-111.8°) = 0.929 ~-58.7°

o |

-58.7° también se puede escribir +301.3°

Se ve que ambos cumplen con los célculos anteriores asi como
con la cifra.

Dos numeros complejos en forma exponencial

Los calculos de médulo y argumento para la forma rectangular
ahora se utilizan en forma exponencial:

a~5.531° y b ~539.111.8°
yet, in the exponential form it is common to use radians:
a~5.00927 y b ~539_.1.95

No podemos sumar ni restar en forma exponencial, pero podemos
multiplicar y dividir:

ab = (5- e"°'927) . (5.39 - 61-1.95) ~ 26.95 . 0927 +1'1.95

< ab = 2695288

Vemos que el mddulo es 26.95 y el argumento es 2.88
Repuesta:  (mod, arg) = (26.95,2.88) ocorta 26.95/_2.88
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5. gl'0:927
~ 0.929 . gl0.927 -1'1.95 ~ (98 . gl'(-1.02)

a ~
b 5.39.l'1.95

Vemos que el médulo es 0.928 y el argumento es —1.02

Repuesta:  (mdd, arg) = (0.929, —1.02) ocorta 26.95Z_ -1.02

-1.02 rad. también se puede escribir +5.26 rad.
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Breve sobre la teoria de conjuntos

La teoria de conjuntos sélo se mencionara brevemente. En parte
porque es una parte de las matematicas adquirida anteriormente y
en parte porque la mayoria de las tablas presentan los signos de la
teoria de conjuntos con esquemas explicativos.

Aqui destacamos:
La cantidad vacia (el conjunto vacio, nada) se escribe @

El conjunto de soluciones se escribe {-,-,-,...} o se utiliza una letra
que es diferente en varios paises.

e significa "pertenece a" o "es un elemento del conjunto".
A significa y.

V significa o.

Ejemplos

Si en un problema se nos informa que la solucion debe pertenecer
a los numeros reales, se puede escribir como x € R

Si en una solucidn llegamos a: no hay solucion tambien podemos
escribir la solucion es la cantidad vacia, @

Si, en un problema, resolvemos para obtener un dominio para la
funcion f en el intervalo ]-50; 0] podemos escribir: EI dominio de f
es ]-50; 0] o breve Dm(f) =]-50; 0]

Si queremos mostrar que x pertenece al intervalo ]-50; 0] ,
podemaos escribir x € /-50; 0]
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Pruebas y calculos raramente utilizados.

Prueba del teorema de Pitagoras
101

En el diagrama se muestran dos cuadrados.
El grande tiene el area (a + b)?
El pequefio tiene el area c?

El area del cuadrado grande es igual al area del cuadrado pequefio
mas las areas de los cuatro triangulos:

(a+h)? = c2+4.---ab &
a’+b?+2ab = c?+2ab &
a®+bh? = c?

Por tanto, hemos demostrado el teorema matematico
probablemente mas coman.
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Prueba de factorizacion de un polinomio de segundo grado
ax? + bx + ¢ = a(x —raizy)(x — raiz,)

Lo demostramos calculando desde el lado derecho (la resolucion)
hacia el lado izquierdo (el punto de partida), sabiendo que:

—-b+Vd . -b—Vd
y raiz; =—-

raiz, =

que se inserta a la derecha:

ey

signos dispuestos

b+Vd C
( ) ( + ) = multiplicacion
2a
b+\/_ b—Vd | b%-d , .
a (x +x——+x +— ) = comun denominador
2a 4a
(4a x%+2axb+2axVd+2axb—2axVd+b?—d ) _
4a2
4a’x +4axb+b2—(b2 —4ac) _ .
o = acortamiento
2 bx c _ L. .y
al\xc+ " + 3 = multiplicacion
ax?+ bx +c cual es el lado izquierdo

De ahi se demuestra que:

ax? + bx + ¢ = a(x - raiz;)(x - raiz,)

También hay una prueba de factorizacion de polinomios
superiores, pero nos detenemos aqui.
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Division de polinomios

Podemos dividir un polinomio por otro polinomio usando una
técnica similar a la division ordinaria, pero mas complicada. La
técnica se ve en este ejemplo:

Ejemplo 1

x*—2x3-3x%+12x—-18
x2—-6

x*2—6 | x*—2x3—-3x*+12x—18 |

Primero nos centramos en x4 dividido por x2. Esto da x? que esta
escrito a la derecha. Luego multiplicamos x? por (x? - 6). Eso da
x* — 6x? que esta escrito en la siguiente linea:

calcula de esta manera:

x2—6 | x*—2x>—3x2+12x—-18 | «x?

x* — 6x2

Luego decimos superior menos inferior y dividimos -2x3 por x2.
Esto da -2x que esta escrito en la resolucion de la derecha. Luego
multiplicamos -2x por (x*> — 6) y escribimos la respuesta en la
siguiente linea, seguida de superior menos inferior:

x2—6 | x*—2x3—-3x?+12x—-18 | _x%*-—2x

x* — 6x2
—2x3 4+ 3x% +12x — 18
—2x3 + 12x
3x? — 18
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Dividimos 3x? entre x2. Esto da 3 que esta escrito en la resolucion
de la derecha. Luego multiplicamos 3 por (x? — 6) y escribimos la
respuesta en la siguiente linea:

x2—6 | x*—2x3—-3x2+12x—-18 | x2—2x+3

x* — 6x2
—2x3 4+ 3x% +12x — 18
—2x3 + 12x
3x? — 18
3x? — 18
0 0

Superior menos inferior da 0 y terminamos. Sumao.

La resolucion es x> —2x+3

Ejemplo 2

Misma técnica si no cuadra. Luego obtenemos un resto:

x*—2x3-3x%2+12x-17
x2—-6

que calcula de manera similar:

x2—6 | x*—2x3—-3x2+12x—-17 | x®>—2x+3
x4 — 6x?
—2x3+3x%2+12x — 17
—2x3 + 12x
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3x? —-17
3x? —18

1 es el resto que también debe dividirse por (x%— 2x)

1
x%2-6

resolucion combinada x2% —2x + 3+

Rara vez necesitamos la division de polinomios y, si la
necesitamos, a menudo usaremos CAS. Sin embargo, no todos los
CAS son capaces, especialmente si no cuadran, entonces debemos
hacerlo manualmente.
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Mostrando las formulas de permutacidén y combinacion

Para Permutacion usamos el ejemplo 3 del capitulo sobre
Probabilidad:

3.

Se debera elegir un capataz y un suplente y suplente en una junta
de 7 miembros. El primero elegido se convierte en capataz, el
siguiente en suplente y el tercero en suplente. ¢ De cuantas
maneras se pueden elegir las 3 personas?

Como el elegido no es devuelto a la piscina, el caso es cualquier orden, sin
repeticion.

Hay 7 posibilidades de seleccionar el primero, 6 posibilidades de seleccionar
el siguiente y 5 posibilidades de seleccionar el tercero y ultimo.

El caso es "Ambos y", es decir, multiplicacion: 7-6-5 = 210 posibilidades.
Como la seleccion no es aleatoria, todas las posibilidades seran diferentes y
hay 210 posibilidades.

Ahora queremos una férmula que incluya a los 3 seleccionados asi como a
los 7 miembros del grupo/poblacion, ya que esta es nuestra informacion
introductoria.

Elegimos multiplicar el namero de posibilidades 7-6-5 por 4-3-2-1 lo cual
esta permitido si también dividimos por 4-3-2-1. Eso es:

7654321 70 70 ol
4321 4l (7-3)  (n-1)!

=P  aqui se muestra la formula

Por lo tanto, tenemos el nimero en el grupo/poblacion (aqui el
nimero de miembros 7) al que Illamamaos n. Y tenemos el nimero
seleccionado (aqui 3) al que llamamos r.
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Para Combinacién usamos el ejemplo 4 del capitulo sobre
Probabilidad:

4,

Se debera elegir un capataz y un suplente y suplente en una junta
de 7 miembros. La eleccion mostrara quién de las 3 personas
ocupa los 3 puestos, independientemente de cual puesto. La
decision entre los 3 se pospone para mas tarde. ¢ Cuantas
posibilidades hay para la seleccién de las 3 personas?

Aqui el orden no importa, y el seleccionado no se vuelve a poner en el pool.
Asi, el caso no es un orden, sin repeticion.

Hay 7 posibilidades de seleccionar el primero, 6 posibilidades de seleccionar
el siguiente y 5 posibilidades de seleccionar el tercero y ultimo.

El caso es "Ambos y", es decir, multiplicacion: 7-6-5 = 210 posibilidades.

Como la seleccion es aleatoria, algunas posibilidades seran similares.
¢Cuanto es eso? Nombramos a las personas:

Ana, Ben, Clara, Dan, Ellie, Fred

Entonces

Ana, Ben, Clara = Ben, Clara, Ana = Clara, Ben, Ana
es decir, tres selecciones iguales.

Ben, Clara, Dan también daran tres iguales.
Clara, Dan, Ellie también daran tres iguales.
Dan, Ellie, Fred también daran tres iguales.
Ellie, Fred, Ann también daran tres iguales.
Fred, Ann, Ben también daran tres iguales.

Entonces, 18 formas son en realidad sélo 6 posibilidades. LIlamémoslos 6
“paquetes”.

O dicho de otra manera: las 3 personas pueden intercambiar de 6 =3-2-1
formas, lo que da como resultado:
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25 = 35 posibilidades reales
3-2-1

Ahora prolongamos esta fraccion en 4-3-2-1 en numerador y
denominador y agregamos el tamafio de la poblacion (aqui 7) que
I[lamamos n -y también agregamos el nimero de "paquetes”
(aqui 6 = 31) que llamamos r

7-6:54:3-2:1 _ 7! 7! n!

= = = =K  aqui se muestra la féormula.
3-2:1-4-3-:2.1 314! 31(7-3)!  rl(n-1)!
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Prueba de producto y division de nameros complejos en forma
polar y exponencial

Primero, necesitamos derivar algunas formulas para la conversion de
expresiones que incluyen sinus y cosinus. Hay muchos de ellos. Aqui
usaremos las cuatro formulas de suma. Llamamos a los angulos © y ¢. La
prueba es valida para &ngulos medidos tanto en grados como en radianes.
Aqui usamos radianes:

Q
0 rad.

0+ o

Se muestra en un
ciculo unitario

El punto P tiene el angulo ¢ con la parte positiva del primer eje.

El punto Q forma el angulo © con la parte positiva del segundo eje.

El angulo ©-¢ esté entre los dos catetos del angulo.

El 4ngulo ©+¢ va desde la direccion +x hasta la flecha que se muestra.

Las cuatro formulas de suma son:
1. cos(©+@) = cos ©-cos ¢ - sin O-sin @
2. cos(O-9) = cos O-cos @ + sin O-sin @
3. sin(©+p) = sin O-cos @ + sin @-cos O
4. sin(©-¢) = sin O-cos @ - Sin @-cos O
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2. se demuestra mediante una de las formulas para un angulo entre dos vectores:

ab .
= ==
cosv lal Ibl aqui
cos 0y (cos @
0Q-0P (Sine '(sinqo) . .
- = = = . + .
cos(6-9) 00! 10P 1 cos ©-cos ¢ + sin O-sin @

1. se demuestra reordenando el nimero 2

(Since)) (Sincen)
11

cos(O6+9) = cos(0-(-9)) = = cos O-cos(-) + sin O-sin(-Q)

y desde cos(-p) =cos¢ Yy sin(-¢)=-sin¢ (ver el circulo unitario), tenemos

cos(O+p) = cos O©-cos ¢ - sin O-sin @

4. se demuestra con la otra férmula para un angulo entre dos vectores:

. det(a,b) .
= —_— =>
sinv = —— aqui
det(OP,0Q) (cos @ cos 6)
: _ - ) — sin¢@ sin® - Lo o .
sin(0©-¢) Pl 10Q] " COS @-sin © - Sin @-cos O

3. se demuestra reordenando el nUmero 4

cos (—¢) cos©O
det(OP,0Q) - (sin(—cp) sine)

IOPI - 10QI 11

sin(O+¢) = sin(0-(-¢)) =

cos(-¢)-sin O - sin(-¢)-cos O
y desde cos(-p) =cos ¢ and sin(-¢) =-sin¢ (ver el circulo unitario), tenemos
sin(©+¢) = cos @-Sin © + sin ¢-cos O
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El siguiente punto es sobre la notacion.

Nuestro nimero complejo z puede escribirse como un vector
z=zu+l2 0 z = lzl-(cos © + I-sin ©)

(Ambas ecuaciones dicen que nuestro nimero complejo tiene una parte horizontal + una
vertical, que es: una parte real + una parte imaginaria)

A continuacion llegaremos al formulario z = Izl-(cos © + |-sin ©)

que se escribira en forma polar.

Ahora estamos listos para el siguiente paso en la prueba de producto y
division de numeros complejos en forma polar:

Producto:  (mdd.a, arg.©) - (mod.b, arg.¢) = |ab| £/ (6+09)
Prueba: (mod.a , arg.©) - (mod.b , arg.¢) = a(cos © +1'sin ©) - b(cos ¢ + I-sinp =
ab (cos ©-cos @ + cos O-isin @ + I'sin ©-cos ¢ + ['sin O-I'sin p) =

ab ((cos ©-cos ¢ - sin O-sin @) + I(cos O-sin @ + sin O-cos @))

Y utilizando las formulas de suma n°1 y n°3 =>
ab (cos(O+o) + I-sin(6+0))

Entre paréntesis tenemos los angulos sumados y las coordenadas divididas en
una parte real y otra imaginaria. Puede escribirse de esta manera:

(mdd.a, arg.©) - (mod.b, arg.¢) = |a-b| / (O+¢)

Multiplicamos los médulos (las magnitudes) y sumamos los argumentos (los
angulos). La notacion muestra que estamos calculando polares.

s . d.a, arg.0) a
Division; ~ meda argd) _, e -
S10 (mod.b, arg.) | b |é(e (P)
. (mod.a, arg®) _ a(cosO +1-sinO) _
Prueba: (mod.b, arg.p) - b(cos @ +I-sin @) prolongado B
© + I-sin ©)- — I'si .
a(cos sin ©)-(cos @— I-sin @) multiplicado -

b(cos @ + I'sin @)-(cos ¢ —I-sin ¢)
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a(cos 6-cos @ — cos 6:1'sin @ + I-sin 6-cos @ + sin O-sin @)
b((cos ¢)2— (cos @-I-sin ) + I:sin @-cos ¢ + (sin @)?)

organisada =

a(cos 6:cos @ + sinB-sin @)+ I(sin 6-cos ¢ — cos O-sin @)

b((cos @)? + (sin @)%+ I(sin @-cos @ — cos @-sin @))

En los dos primeros términos del numerador usamos la formula de suma
namero 2 y en los dos ultimos términos usamos la formula ndmero 4. En los
dos primeros términos del denominador usamos la relacion bésica y los dos
ultimos términos dan cero:

a(cos (6—@)+ I'sin (6—))
b(1+0)

= g (cos(0-¢) + |-sin(O-¢))

Que esta escrito

(moéd.a, arg.0)

a
(méd.b, arg.) - | b | L (9-([))

Dividimos los médulos (las magnitudes) y restamos los argumentos (los
angulos). La notacién muestra que estamos calculando polares.

La conversion de forma polar a exponencial se mostré en el capitulo sobre
nameros complejos. Euler lo expreso en una formula simplemente igualando
una de las expresiones vectoriales a la funcién exponencial. Dicho de otra
manera: definid la ecuacion:

z = lzl'(cos © + 1-sin@) = z-¢"°
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Funcién binomial 334
Funcion circular 273
Funcion vectorial circular 274
Funcién sinus 117
Funciones compuestas 95, 174
Funciones exponenciales 130, 176
Funcion exponencial natural 133, 163
Funcion de raiz cuadrada 91, 161
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Funciones, investigacion de 184, 191

Funciones de potencia 90, 163
Funciones de dos variables 242
Funciones inversas 96, 109
Funciones vectoriales 272,276
Geometria 100
Gradiente 245
Guldin, las reglas de 221
Hipérbola 92, 146
Hipotenusa 98, 105
Histograma 315
Integracion parcial 204
Integral especifica 207
Integral indeterminada 196
Infinitesimales 152
Intervalos 61
Intervalo de confianza 337, 338
Investigacion de curvas 184
Iteracion 55
Limas 167
Linea de puntos de distancia 265, 298
Linea horizontal 80, 157
Linea recta 73,158
Linea recta en forma vectorial 262

Iny log, notaciones 141
Logaritmos 136
Logaritmo natural 139, 165
Longitud del arco 115
Longitud de la curva 223
Maximo 149, 183, 236
Mediana 312
Minimo 149, 187
Modulo 344
Monotono 96
Muestra aleatoria 337
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Multiplicacion 11

No diferenciable 192
Notaciones, derivadas 168
Notaciones, integrales 196
Notaciones, calculo de probabilidad 340

Numero decimal 17,18
Numero de observaciones 311
Numeros complejos 342, 343
NUmeros complejos, forma rectangular 345
NUmeros complejos, forma polar 348
NUmeros complejos, forma exponencial 350
NUmeros enteros 342
NUmeros imaginarios 65, 342
Numeros naturales 342
NUmeros irracionales 321
NuUmeros racionales 342
Observaciones agrupadas 313
Observaciones no agrupadas 311

Origo 68, 104, 254
Ortogonal 80
Oscilaciones armonicas 121
Oscilacion sinusoidal 119

Parabola 82, 160
Parametro 68, 219
Paréntesis 29

Pendiente 74,154
Pendiente tangente 156, 161, 165, 186
Permutacion 325

Periodo 118, 124
Pertenece a 356
Pitagoras 69, 97, 101, 253
Pitagoras, 3D 284

Plano 289

Plano tangente 309
Polinomio de tercer grado 91, 146
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Porcentaje 23
Punto porcentual 25
Polinomio de cuarto grado 147
Polinomio de segundo grado 81
Primer eje 67
Primera derivada 168, 190
Producto cruzado 287
Producto escalar 251
Producto 13, 170, 199
Producto, regla de 172
Producto escalar 251
Producto vectorial 283, 287
Promedio 311
Proyeccién 259
Proporcionalidad, directa, inversa 60, 115
Puntos dobles 279
Radianes 112
Raiz cuadrada 34
Rango 68, 96
Rectangulos 69
Reglas de los cuadrados 32
Regla de la cadena 173
Regla de los tres pasos 157
Regla del sinus 126
Regresion, lineal, potencia, exponencial 321
Relacion basica 108, 278
Resta 11
Secante 155
Segundo eje 67
Segunda derivada 168, 190
Sinus (seno) 104, 176
Sistema de coordenadas 67
Sistema numeérico 8
Solucién grafica 79, 214, 279
Solucién numérica 217
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Solucién completa 196, 225

Solucion especifica 207, 225
Solucion cero 54
Suma 11, 169, 199, 250
Suma vectorial 250
Sustitucion 201
Tangente 131, 154, 244
Tangente, la fraccion 107,111, 180
Teoria de conjuntos 356
Tridngulo de area 99
Triangulos arbitrarios 125
Triangulo rectangular 97
Tabla de palos 313
Triangulo complicado 128
Trigonometria 100
Valor medio 311
Variacion 318
Vector, reglas de célculo 257
Vector unitario 254
Valor limite 167, 192
Valor numérico 9,70
Vector cruzado 253
Vector de direccion 256, 262
Vectores base 253, 282
Vectores normales 253
Vector de posicion 253, 257
Vectores 2D 249
Vectores 3D 282
Velocidad angular 120
Velocidad tangencial 278
Vértice, parabola 84, 186
Volimenes 216
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